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Resumo

Neste trabalho, estudamos o conjunto X (i, f) de pontos tal que as médias de Birkhoff
nao existe. Seguindo Thompson, nosso resultado principal aqui é mostrar que a pressao
topoldgica de X (p, f) é total. Como corolario, damos o mesmo resultado para o conjunto
Irregular de Oseledets para os expoente de Lyapunov em dimensao um. Para dimensoes
maiores, esta questao estd em aberto.

Palavras-chave: Pressao Topoldgica; Propriedade da Especificagao; Conjunto Irreg-
ular; Médias de Birkhoff; Expoente de Lyapunov.



Abstract

In this work, we study the set X (o, f) of points such that the Birkhoff averages do not
exist. Following Thompson, our main result here is to show that the topological pressure
of X (¢, f) is total. As corollary, we get the some result for the Oseledets Irregular set for
Lyapunov exponent in one dimension. For higher dimensions, this question is still open.

Keywords: Topological Pressure; Specification Property; Irregular Set; Birkhoff
Average; Lyapunov Exponent.
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Capitulo 1

Introducao

Os resultados desta dissertacao sao baseados no artigo The irreqular set for maps
with the specification property has full topological pressure, publicado em 2009, de Daniel
Thompson. Ele é tratado dentro da teoria do formalismo termodinamico, ou seja, teoria
em sistema dinamicos que introduziu vérios conceitos da termodinamica(fisica), tais como
entropia, pressao e etc.

Estuda-se o conjunto irregular das médias Birkhoff, ou seja

X(gp,f):{xeX: liml

n—1
; . :
Jim -~ ; ©(f*(x)) nao existe } :

Como consequéncia do teorema ergodico de Birkhoff, o conjunto irregular nao é de-
tectavel a partir do ponto de vista de uma medida invariante. No entanto, um fenémeno
cada vez mais notorio é que o conjunto irregular pode ser grande a partir do ponto de vista
da teoria da dimensao [bar]. Métodos de dinamica simbdlica confirmaram isso também
no caso uniformemente hiperbdlico [BS], e alguns exemplos nos casos nao-uniformemente
hiperbdlicos [PW] e para uma grande classe de aplicagdes multimodais [Tod]. O con-
junto irregular também tem sido o foco de um grande volume de trabalho por Olsen e
colaboradores [BOS].

Em [Tak]|, Takens conjecturou que o conjunto irregular de sistemas dindmicos suaves
possuiam medida de Lebesgue positiva. Seguimos um ponto de vista topoldgico e prova-
mos que o conjunto irregular é tao grande quanto se queira com relagao a pressao
topoldgica.

A dissertagao, em sua esséncia, centra-se na classe de aplicacoes que possuem a pro-
priedade de especificacao. A propriedade de especificacao foi introduzido por Bowen
[Bow2]. Ele mostrou que os sistemas uniformemente hiperbdlicos satisfazem a pro-
priedade de especificagdo (em nosso trabalho utilizaremos um versao mais fraca) e deu re-
sultados importantes sobre a abundancia de érbitas periddicas em um conjunto hiperbélico.

Resultado principal. Quando f é expansora entao X(gp, f) possui entropia topoldgica
total ou € vazio

Na verdade nds provamos um resultado mais geral, em que vale para pressao topologica,
sob a hipotese mais geral de f ser continua, satisfazendo a especificacao.
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Este resultado, é indicado formalmente como teorema 5.2. O primeiro a perceber o
fendmeno de que o conjunto irregular carrega entropia total foram Pesin e Pitskel [PP2]
no caso dos shifts de Bernoulli, em 2-simbolos. Barreira e Schmeling [BS5] estudaram o
conjunto irregular de uma variedade de sistemas uniformemente hiperbdlicos utilizando
dinamica simbodlica. Eles mostraram que, por exemplo, o conjunto irregular de uma
fungao genérica Holder-continua em um repulsor conforme possui entropia total (e di-
mensao de Hausdorff). Os argumentos utilizados por eles podem ser encontrada no livro
de Barreira [bar] em que o resultado também foi provado para subshifts que possuem a
propriedade da especificagao. Notemos que esses argumentos nao se estendem para uma
classe mais geral de aplicacoes com a propriedade da especificagao. Além disso, consid-
eramos aqui conjuntos irregulares para fungoes continuas, enquanto Barreira considera
apenas fungoes  para os quais ty possui um unico estado de equilibrio, para cada t € R.

Takens e Verbitskiy tem obtido resultados em andlise multifractal para a classe de
aplicagoes com especificacao, utilizando a entropia topoldgica como a dimensao carac-
teristica [TV2], [TV1]. No entanto, eles ndo consideram o conjunto irregular. Ercai,
Kupper e Lin [EKL] provaram que o conjunto irregular é vazio ou carrega a entropia to-
tal para as aplicagdes com a propriedade da especificcao. O resultado aqui obtido inclui o
resultados de [EKL] como um caso particular. Os métodos aqui utilizados s@o totalmente
inspirados por aqueles usados por Takens e Verbitskiy [TV2].

No capitulo 2 damos algumas defini¢oes e resultados que serao usados no decorrer da
dissertacao. Enfatizando, no capitulo referente, a definicao de transformacao expansora.

No capitulo 3 damos a definicao de conjuntos regular e irregular de Oseledets para
os expoentes de Lyapunov e uma demonstracao do teorema de Oseledets baseada numa
reformulagao de Viana[3] da demonstracao dada por Mane[Man].

No capitulo 4 introduzimos as técnicas que serao usadas para demonstrar o nosso
resultado.

Em 5.1, enunciaremos o principal resultado da dissertacao e as ideias-chave para a
sua demonstragao. Em 5.2, provaremos o teorema.

Em 6 fazemos um adaptacao dos resultados obtidos no capitulo 5 para o conjunto
irregular dos expoente de Lyapunov no caso unidimensional.
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Capitulo 2

Preliminares

Daremos neste capitulo, algumas defini¢goes e notacoes que usaremos no decorrer desta
dissertagao. Algumas serao bem enfatizadas para um melhor esclarecimento.

2.1 Notacoes e algumas definicoes iniciais

Nesta dissertacao consideraremos trés tipos de sistemas dinamicos.

1. (Dinamica mensuravel) f : X — X é uma transformacao que preserva uma medida
em um espago (X, B, u) onde X um conjunto, B é uma o-édlgebra e p uma medida.

2. (Dinamica topoldgica) f : X — X é uma transformacao continua em um espago
métrico compacto (X, d).

3. (Dinamica diferencidvel) f : M — M é um difeomorfismo C*, k& > 1, em uma
variedade suave M.

Seja (X, d) um espago métrico compacto e f : X — X uma aplica¢do continua. O
espago das fungoes continuas de X em R serd denotado por C'(X). Seja ¢ € C(X).

Denotamos
n—1

Sup() =Y o(f'(@)),

i=0
e para ¢ > 0, seja
Var(e,c) := sup{lp(z) — ¢(z)] : d(z,y) < c}.

M;(X) denotard o espago das medidas de probabilidade f-invariantes e M§(X) C My(z)
denotard o subconjunto das medidas ergddicas. Se X’ C X é um subconjunto f-
invariante, entdao M;(X') denotara o subconjunto de M;(X) cujas medidas satisfazem
(X)) =1.

Definicao 2.1. Definimos uma medida de probabilidade 0., (geralmente chamada de

medida empirica) como
1 n—1
5%” = E Z(sfk(x),
k=0
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onde 0, a medida de Dirac em x.

Definicao 2.2. Um ponto x € X € dito um ponto genérico para ji, selim,,_, %Sngo(a:) =
[ pdu para toda ¢ € C(X).

Definicao 2.3 (Bola dinamica). Dado ¢ > 0, n € N e um ponto z € X, definimos a
(n,e)-bola dindmica aberta em x por

Bu(z,e) = {y € X : d(f'(z), f'(y)) < & para todo i =0,..n — 1}.
Alternativamente, podemos definir em X uma nova métrica

dp(z,y) = max{d(f'(z), f'(y)) :i=0,...,n—1}.

A verificacao de que d,, define uma métrica nao é dificil, e que B, (x,¢) é a bola aberta de
centro z e raio € na métrica d,, e que se n < m, temos d,(z,y) < dpn(x,y) € By(z,e) C
B, (z,¢).

Definicao 2.4. Uma aplicacio f : X — X continua € topologicamente mixing, se
para todo par de abertos U,V de X, existe um natural N > 0 tal que

fHU)NvV #9
para todo n > N

Definicao 2.5. Uma aplicacao f : X — X continua € transitiva se existe algum x € X
tal que Of(z) = {f"(x) : n > 0} € denso em X, ou de forma equivalente, para todo par
de abertos U,V em X, existe n € N, tal que f*(U) NV # (.

Note que uma aplicagao topologicamente mixing é topologicamente transitivo.

Definicao 2.6. Uma aplicacdo f : X — X continua é fortemente transitiva em um
conjunto X' C X, se para cada aberto U C X tal que UN X' # (), existir um n natural
tal que X C Up_, f*(U)

Definigao 2.7 (de Bowen). Dizemos que f : X — X satisfaz a propriedade da especi-
ficagao se, para todo ¢ > 0, existe um inteiro m = m(e) tal que, para toda cole¢do
{I; = [a;,b;] C N : j = 1,..,k} de intervalos finitos com aj41 — b;j > m(e) com
j=1,....k—1, todo x1,...,x, em X e todo p > by —ay; +m(e), existe um ponto periddico
x € X de periodo p satisfazendo

d(f™ (x), fi(x;)) < e para todo i =0,...b; —a; e cada j=1,...k (2.1)

A propriedade da especificagao de Bowen nos diz, por exemplo para k = 2, que sempre
h4 dois “pedacos”de 6rbitas {f™(x1) : 0 < n < by —ar} e {fi(22)0 <1 < by —ay} que
podem ser aproximadas com uma precisao € por uma érbita peridédica, a orbita de z,
desde que o tempo (a saber ay — by) para “pular” do primeiro pedago para o segundo
pedago e o tempo (a saber p — by + a;) para “pular” de volta sdo maiores do que m(e),
sendo m(e) independente dos “pedacgos” de drbitas e, em particular, independente de seus
comprimentos. No caso geral, a propriedade da especificacao requer que tal aproximacao
seja possivel para qualquer nimero k de pedagos de 6rbitas, sendo m(e) independente de
k.

Aqui, em nosso trabalho, daremos uma versao mais fraca da propriedade da especi-
ficacao do que a de Bowen.
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Definicao 2.8. Uma aplicagao continua f : X — X satisfaz a propriedade da es-
pecificacdo se para todo € > 0, existe um inteiro m = m(e) tal que para toda coleg¢ao
{l; = [a;,b;] C N : j = 1,...k} de intervalos finitos com a;1 — b; > m(e), para
7=1,...,k—1, etodo x1,...,xr, em X, existe um ponto x € X que satisfaz 2.1

Esta propriedade nao depende da métrica escolhida, isso segue facilmente da proposicao
abaixo.

Proposicao 2.1. Sejam (f, X,d) e (g,Y,d') sistemas dinamicos. Seja ¢ : X — Y uma
fung¢ao continua sobrejetiva satisfazendo ¢po f = go¢. Se (X,d, f) possui a propriedade
da especificagdo, entio (Y,d', g) também possui.

Demonstracao. Por hipétese, (f, X, d) possui a propriedade da especificagao, entao para
todo € > 0, existe m(g) = m tal que para toda colegao {I; = [a;,b;] C N:j=1,.. k},
com aji1 +b; > m, e todo xy, ...,z € X, existe um x € X tal que

d(f7 (z), f(z;)) <&, com i=0,...bj—a;ej=1,..k

A fungao d'(¢(+),¢(+)) : X x X — R, que a cada (z,2") associa d'(¢(x), ¢(x')), é continua
e como X x X é compacto, ela é uniformemente continua.

Escolhamos y,y1,...,yx € Y e pomos ¢(z;) =vy;, j=1,....k e ¢(x) = y.

Entao, pela continuidade uniforme de ¢, existe § > 0, tal que

d(fH (@), fi(x)) <0 = d(o(f (), 6(f'(2;))) <e,
parai=0,...,b; —a;, 7 =1,....,k e como ¢ o f = go ¢, segue que
d,(gl+aj(y)7gl(yj)) < g, para 1= 07 7bj - a’ja ] = 17 7k

com um “pulo”m’ = m/(m(e)).
Portanto, (g,Y,d") também possui a propriedade da especificagao. ]

2.2 Medidas invariantes para aplicacoes continuas

Seja f : X — X uma aplicacao continua em um espago métrico compacto X. Notemos
que f~1(B(X)) C B(X), isto é, f ¢ mensurdvel, onde B(X) é a o-dlgebra de Borel de
subconjuntos de X, pois {E € B(X) : f~Y(F) C B(X)} ¢ uma o-algebra e contém
os conjunto abertos. Portanto, temos uma aplicacio f : M(X) — M(X) dada por
(fu)(B) = p(f~'B). Usaremos, por vezes, o f~' ao invés de fu. Precisaremos do
seguinte lema.

Lema 2.1. Para toda fungao continua h, temos

/hd(f,u) = /hofd,u.
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Demonstracao. Pela definicdo de f, temos fXBd(fM) = [ xpo fdu, VB € B(X). Logo,
[ gd( f p) = [go fdu se g for uma fungao simples. O mesmo vale quando g for uma
funcao mensuravel nao-negativa, basta escolher uma sequéncia crescente de fungoes
simples convergindo pontualmente para g. Portanto, a férmula vale para toda funcao
f : X — R, basta considerar a parte negativa e positiva de f. m

Note que My(X) = {p € M(X): fu=pu}.
O seguinte teorema nos fornece um método para construir elementos de My(X).

Teorema 2.1. Seja f : X — X wuma aplicagio continua. Se (0,)5, € uma sequéncia

em M(X), formamos uma nova sequencia (fi,)5>, definindo p, = %Z?;Ol fion, entdo

todo limite pontual p de (p,) € um elemento de My(X). (Tal limite existe devido a
compacidade de M(X)).

Demonstragdo. Seja fi,; — pem M(X). Seja ¢ € C(X). Entao

‘/@Ofdﬂ—/@dﬂ‘ = Jlgrgo /swfdunj —/wdum

nj—1
. 1 ] i i
= lim ;/Z(gpof“—gpof)ddnj
J i=0

Jj—o0
: 1 :
— lim |~ [ (po f — p)do,,
J=0 |y
2
< 1m el _y
J—oo My
Portanto, € M(X). O

2.3 Teorema ergddico de Birkhoff

Seja (X, A, 1) um espago de probabilidade, onde X é um conjunto qualquer, A uma
o-algebra de conjunto de X e y uma medida de probabilidade.

Teorema 2.2 (Teorema ergddico de Birkhoff). Seja (X, A, ) um espago de probabili-
dade. Se T (mensurdvel) é p-invariante e f € integrdvel, entao o limite

o1
lim —
n—oo 1N

S AT @) = £ (@)

existe para alguma f* € LY X, u) com f*(T(z)) = f*(x) para p-q.t.p. x, onde L' (X, u) =
{f:|lfll1 < o0}, ou seja, é o conjunto de fungoes mensurdveis em (X, ) tal que

1l = ( /X Fldp) < oo
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Além disso, se T € ergodica, ou seja, todo conjunto T'—invariante possui medida 0 ou 1,
entao f* € constante e

. 1 n—1 .
Jim 3T = | s

para p-q.t.p. x,

2.4 O espectro multifractal das médias de Birkhoff

Para o € R, definimos

X(p,a) = {;UEX: lim lng(]”(as)) :a}.

n—oo 1

Definimos o espectro multifractal para ¢ como sendo
Ly ={aeR: X(p,a)#0}.

Alguns autores usam a terminologia “espectro multifractal” para o par (£, F), onde F é

a caracteristica dimensional. A terminologia aqui usada estd de acordo com a que Takens
e Verbitskiy[TV2] usam.

Lema 2.2. Se f possui a propriedade da especificagao, entao L, é um intervalo limitado.
Além disso, £, ={ [ edp: p € My(X)}.

Demonstragao. Primeiro mostraremos que £, = J,, onde I, = {[ pdp : p € Mp(X)}.
Pela proposigao 21.14 de [DGS], quando f possui a propriedade da especificagdo de
Bowen, cada medida f-invariante, nao necessariamente ergodica, possui um ponto genérico,
isto é, um ponto x que satisfaz %Sncp(x) — [ @dp para toda fun¢do continua ¢. Nao
¢ dificil verificar que isto continua valido para a nossa definicao de propriedade da es-
pecificacao (basta fazer algumas adaptagoes para a nossa definigdo na demonstragoes da
proposigao 21.14 de [DGS]). Entao dado p € My(X), escolhamos um ponto genérico x
para j e é claro que ele pertence a X (¢, [ ¢dp) e assim I, C L. Agora tomemos o € L,
e algum x € X(p,a). Seja pu um limite fraco* da sequéncia d,,,. Pelo teorema 2.1, p é
invariante, e é fdcil verificar que [ ¢dp = o. Entao J, = L.

E fécil ver que I, C [inf,ex (), sup, .y ()] ndo é vazio. Para mostrar que J, um
intervalo, usaremos a convexidade de M;(X). Assumimos que J, nao é um unico ponto.
Sejam oy, a0 € J,. Seja B € (a1, as). Seja p; satisfazendo [ @dp; = oy para i = 1,2.
Seja t € (0,1) satisfazendo 8 = tay + (1 — t)ay. E claro que m =ty + (1 — ) satisfaz
[ @dm = B, pois a aplicacdo u — [ @dp é continua e afim com respeito a topologia
fraca®. Logo, encerramos a nossa demonstragao. O

Relembremos que X (¢, f) é o conjunto irregular para ¢ definido como segue

n—o0

n—1
X(p, f)={zeX: lim %;go(fz(x)) nao existe }

17



Pelo teorema ergédico de Birkhoff, (X (g, f)) = 0 para todo u € Ms(X). O lema
abaixo nos dd condigoes equivalentes para que X (¢, f) # 0.

Lema 2.3. Quando f possui especificacio e para ¢ € C(X), sdo equivalentes:

1. X(p, f) #0;
2. infyenr, x) [ edpt < sup,en, x) | edp

1 = 2. Pelo lema 2.2, quando f possui especificacao, temos £, = { [ @dp : p € My(X)}

que ¢ um intervalo limitado e nao-vazio. Logo, inf,ens,(x ) [edp < SUP e, (X) [ edp.

Vamos provar que ¢é impossivel termos a igualdade; na Verdade a igualdade implica que

= {f godu} Por hipdétese, X((p, f) nao é vazio, entdo tomando x € X(gp,f) temos
que dado € > 0 existe N natural, tal que para n > N temos:

1

’—Smp(x) —al>¢

n

onde, a := [@du, e p € My(X). Consideremos a sequéncia

n—1
1
Up = 5:5,71 == E 5fk(x)7
n
k=0

e seja v o limite da sequéncia (1), na topologia fraca™, entdo v € M;(X). Afirmamos
que [ @dd,, # a = [ @du. De fato, suponha o contrario, ou seja,

/ odby, = / m

Vk—>y<:>/1/1dyk—>/1/1dv, Vi € C(X).

o que verifica, em particular, para a ¢ considerada, ou seja

/gpduk—>/g0du:/<pdu
Analisaremos dois casos:

1° caso: ¢ é uma fungao simples.
Suponha ¢ da forma ¢ = 22:1 a;lp, onde J,,oy Bi = X, com E;NE; =0, 1 # j.
Temos o

/ oddy, =

Na topologia fraca*

[y

3

l
Z a;id i) (E
n—1

1
n

KN
£
5

W

0 1

ﬂ.

3 =
|

—_

TT
o

1
ar1(0(Ey) + ... + 5fn71(x)(E1)) + ...+ Eal(égc(El) + oo Oy (E7))

SIm3l= 3=

(k1a1 + ...+ klal).
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onde, 0 < k; <[, i=1,....L.
Por outro lado,

n—1

Supla) = =3 (@) = —{ple) + @) + -+ $( (@)

n
k=0

1
= E(l{:lal + ...+ klal)

Logo, [ @dv, = +S,¢(x).

Portanto,
/ pdv, — / pdv

o que é uma contradiao. Portanto, [ pdy, # [ odp quando ¢ é simples.
2° caso:  nao é uma funcao simples.
Dada ¢ : X — R continua. Entao,

>e, Vn>N

1
ESQO(I) -«

p=¢" =y,
onde ¢t (z) = max{p(x),0} e ¢~ (x) = max{—p(z),0}. Sabemos que p* >0e ¢~ > 0.
Logo, existe uma sequéncia crescente de fungoes simples (g )x € (Bk)r tal que

ar St e B Sy

Entao, podemos definir [ ¢tdp = limy 400 [ardp e [ dp = limy, o0 [ Brdp. Por-
tanto, definimos [ pdp = [ ¢tdp — [ ¢~ dp, ou seja,

/gpdp: lim /ozkdp— lim /Bkdp
k—o0 k—o0

Para um certo k € N, temos

'/Ozkdyn — /akdl/

= ‘lSn&k(x) —/&kdu’
n

= ‘lSnak(x) —ag| > 2e, Vn > Nj.
n
e
1
‘/Bkdyn_/ﬁkdy = ‘ﬁsnﬁk(x) —/@cdlﬁ'
1
= ‘ﬁgnﬁk(x) — bk > €, Vn > NQ.
Entao,

'/gpdyn_/@dy

= /g0+dl/n —/go_dun— (/gp+dy—/<p_du)
= |lim [ opdy, — lim /Bkdyn — (lim /akdu— lim /Bkdy)
k—oo k—oo k—oo k—oo

lim /5kd1/n— lim /ﬁkdy)
k—o0 k—o0

> |lim | apdy, — lim /akdu
k—00

k—o0
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Entao existe um certo k € N tal que:

‘/(pdyn—/@dy > ’/akdun—/akdy — ’/5kdun—/ﬁkdl/

para todo n > N = max{Ny, Na}. O que é uma contradigao.
Logo, [¢dv # o = [ @du. E, portanto

Lwé{/wdu}-

A afirmagao [2 = 1], segue como coroldrio do teorema 5.2.

>2e—e=c¢

2.5 Transformacoes expansoras e especificacao

Daremos primeiro uma defini¢ao de natureza topoldgica.

Definicao 2.9. Seja a aplicacao f : X — X continua, com X espaco métrico compacto.
Dizemos que f € uma aplicagcao expansora se existirem r > 0, X > 1 e ¢ > 0 tal que:

Lax#y e f(x)=[ly)=dy) >c
2.VreX e a€ flu, eriste g: B.(x) = X tal que
g(x) =a e flg(y)) =y, Vy € B(z)
d(g(2),g(w)) < X Hd(z,w), ¥ z,w e B,(z).

Podemos dar uma outra definicao para transformacao expansora, mas sob algumas
hipoteses adicionais.

Definigao 2.10. Sejam M wma variedade compacta e f : M — M uma aplicagio C*.
Dizemos que f: M — M é expansora se, existe A > 1 tal que:

|D.fo|l > Mvl|, Yo € M, Yve T,M.
Sob estas condigoes, as defini¢oes 2.10 e 2.9 sao equivalentes.
Demonstrag¢ao. Suponha f expansora pela definicao 2.10. Afirmamos que D,f é um
isomorfismo. Com efeito, sejam v, w € T, M, tal que D, f(v) = D, f(w). Entao
Dy f(v) = Do f(w) = |[Dof(v) = Do f(w)|| =0 =02 Ao —wl].

como A > 1, segue que ||[v —w|| = 0 = v = w. Entao, D,f é injetiva, e naturalmente
sobrejetiva, pelo teorema do nicleo e imagem. Logo, D, f é um isomorfismo Vo € M. Pelo
teorema da aplicacao inversa, f é um difeomorfismo local. Logo, existe uma vizinhanca
V, de  tal que, f~!|V, é um difeomorfismo. Considere a cobertura {V, },ep. Como M é

20



compacto, esta cobertura admite uma subcobertura finita por abertos {V;}1<i<m. Entdo,
podemos escrever V, = | J_, (VN V,) = Ui, Vi, com n < m e cada V; aberto. Logo,

(V) =UL, fH(VinV,) = UL, W;, onde cada W; é aberto, pois f~! é uma aplicagao
aberta, e para cada W, f|W; é um difeomorfismo.

Cobrimos M com vizinhancas do tipo V, e seja rg o nimero de Lebesgue desta cober-
tura.

Seja 1 > 0, chamado raio de injetividade da aplicacao exponencial, tal que se z,w €
M, e d(z,w) < ry, entdo existe uma geodésica 5 : [0,1] — M, com S(0) =z, (1) =w e
d(z,w) =1(), onde () o comprimento de 5. Seja r = min(rg, ).

Entdo, se g : B,j2(x) = M é um ramo inverso de f,

Ag(2), 9(w)) < UgoB) = / g/ (B8 (1)t
< / g/ B - 18®)dt < X~ / 13 @lldt = A4(8) = Ad(z,w).

Isto verifica a 2% condicao da definicao 2.9. Como a 1* condicao decorre da segunda, no
caso de M ser localmente conexa, temos que f satisfaz a definicao 2.9.

Reciprocamente, seja © € M e r = min{rg, 71} como na definigao 2.9. Tomemos
y € g(B,/2(f(x))) suficientemente préximo de x, onde g é tal que g(f(x)) = =z, de
maneira que z e y possam ser ligados por uma geodésica (3 : [0,1] — M, tal que 5(0) =

z, B(1) =y, p'(0)=ve dz,y) =1(8). Entdo

1 1
1(B) = d(z,y) < XTHd(f(x), f(y) = AT U(foB) = / 18" ()l dt < A_1/ I1Dsw f - B'(t) | dt
0 0
Fazendo y tender a x pelo caminho 3, obtemos
[ofl < A7H[Dof - o
ou seja as definicoes 2.9 e 2.10 sao equivalentes, quando f é C* e M compacto. O]

Definicao 2.11. Sejam f : X — X expansora e X' C X. Dizemos que g : X' — X €
ramo contrativo de f~" se f*(g(x)) =z,Vo € X' e

d(f(g(x)), f(g9(y))) < N "d(z,y), Yo,ye X', 0<j<n.

Proposicao 2.2. Seja B, (z,¢) a bola dinamica. Eziste g > 0 tal que, se 0 < e < gq,
temos:

1. Paran> 1, sejag: B(f"(z)) — X ramo contrativo de §~" tal que g(f*(x)) = .
Entao, By(x,e) = g(B:(f"(2)));

2. Sed(f"(z), ["(w)) <e, Vn>0=2z=w.

Demonstracao. Suponhamos n = 1 e seja €9 < min (r, Ti,l), onder >0,0 <A\ <1,
¢ > 0 s@o dadas pela defini¢ao 2.9. Se z € B;(z,¢) entao d(z,x) < e e d(f(z), f(x)) < ¢,
e portanto

d(g(f(2)),g(f(2))) = d(g(f(2)),2) < A7Md(z,2) < A~'e.
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Pela desigualdade triangular,

d(z,9(f(2))) < dl(z,2) + d(g(f(2)), ) = d(z,2) + d(9(f(2)),9(f(2))) <e(1+ A7) <.

Logo, pelo item 1. da defini¢ao 2.9, z = g(f(z)), ou seja, z € g(B:(f(x))). Portanto,
Bi(w,e) € g(B:(f(x))). Seja agora z € g(B.f(x)), entdo Iy € B:(f(x)) tal que g(y) =
z= f9(y)) = f(2) = y. Logo,

d(f(x), f(2)) <e.

Por outro lado,

d(z,x) = d(g(y), g(f(x))) < A7ld(y, f(z)) < A Tle<e

Logo, z € By(x,¢). Da, g(B.(f(x))) C By(x,e). Isto prova 1. para n = 1. Com um
argumento idéntico, completamos a prova de 1. por indugao.

Se d(f™(z), f"(w)) < e, ¥n > 0, pelo item 1., d(z,w) < A&, Vn. Logo, z = w, o
que prova 2.. ]

Definicao 2.12. Dizemos que €y acima ¢ uma constante de expansividade de f.
Assumiremos o teorema sem demonstracao.
Teorema 2.3. Se X conexo e f : X — X expansora, entao f € topologicamente mixing.

Seja f uma transformacao continua em um espago compacto X com métrica d.

b

Definigao 2.13. Uma sequéncia (x;);_, € chamada uma §—pseudo-drbita para f se

d(x;, f(xi—1)) <6 para a <i<b (a=—00 e b= -+00 sao permitidos).
Um ponto x € X e—sombreia a §—pseudo-orbita (z;)°_, se, d(fix,x;) < & paraa < i < b.
(X, f) possui a propriedade do sombreamento se, para cada € > 0, eziste algum 6 > 0 tal

que cada 6—pseudo-orbita é e—sombreada por algum x € X . Esta propriedade independe
da métrica adotada.

A partir de agora, assumiremos que f : X — X é expansora, com X compacto e
conexo.

Proposicao 2.3. A funcao acima possui a propriedade do sombreamento.

Demonstragdo. Sejam g, : B,.(r,) — X ramos contrativos de f~' com g,(f(z,-1)) =
Zp_1. Pomos A™!' = 6. Tomemos § < min (% €5 — r). Se z € B,.(z,), entao, pela

desigualdade triangular, d(z, f(x,—1)) < r + J, e portanto

d(gnz, Tn-1) = d(gnz, gn(f(Tn-1))) < 0d(z, f(zn-1)) = O(r + ) <.

Resulta da que ¢, (B,(z,)) C By(x,—1) C B.(x,_1), para todo n > 1.

Consideremos a sequéncia (g; 0. .. 0 gn(B,(,)))n>1. Pela linha anterior temos aqui uma
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sequéncia decrescente de compactos cujo diametro tende a zero. Logo, ﬂ g1 0...0
n>1

gn(By(x,)) consiste de um tnico ponto. Seja x este ponto.

Seja [ um numero natural. Temos

0d
0d

F @), f(@) < 0w, ari) + 0 d(f(21), 214)

fis i) + 02 d(fH2 (@), fz111))

0 d(fr, x101) + 02 d(f(2111), 2102) + 07 d(fH2 (), 14)

0 d(fisxri1) + 0°d(f(2i11), Trga) + -+ 0d(f(@1pn1), Tugn) +
O d(f(214k), Tran)-

Fazendo k — oo, temos

d(f'(x),z)

VAN VAR VAR VAN

—_—— ==

d(f (), m) < &5 <e

Proposicao 2.4. A funcdo acima possui a propriedade da especificacao.

Demonstragao. Seja € > 0 dado. Iremos assumir € < %6*, onde 0* alguma constante de
expansividade para f. Escolha § = §(¢) como na definigdo da propriedade do sombrea-
mento. Cobrimos X por uma familia finita U de d—bolas. Como f é topologicamente
mixing, entao para dois U;,U; € U, existe um inteiro m;; > 0 tal que f"(U;) NU; # 0
para n > m;;. Seja m = m(g) o maior dos m;;.

Seja x1,...,x, pontos em X e a; < by < --- < ai < by inteiros com a; — bj_; > m
para j =2,--- k.

Seja p um inteiro tal que p — (b — ay) > m. Consideremos a1 = p+ay € Ty = T1.

Para z € X, denotamos por U(z) algum U € U, com z € U. Para j = 1,--- |k
existe um y; € U(f%(x;)) tal que fa+17%i(y;) € U(f%+ (x;41)). Agora, consideremos a
d—pseudo-drbita (z;)*% definida como segue

1. z; = f'(x;) para a; <1 < bj;
2. z; = fi7%(y;) para b; <i < aji1;
3. ziyp = 2z para i € 2.

E facil verificar que a sequéncia definida acima é uma d—pseudo-orbita. Logo, existe
algum = € X que e—sombreia ela. Este x obviamente periddico. De fato, fP(x) também
e—sombreia ()T, entdo, d(fP™(x), f*(x)) < 2¢ < ¢* para todo n € Z e entdo x =
fP(z) pela expansividade. Claramente,

d(f™(x), f(z;)) <e para a; <n<b;,j=1,--,k
O

Podemos dar uma outra demonstragao, mais elegante, para a proposicao 2.4. Mas,
teremos que usar o seguinte lema.
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Lema 2.4. Seja f : X — X uma aplicacdo continua e expansora, com X compacto e
conexo. Entao f é fortemente transitiva.

Demonstracao. Temos que provar para todo aberto U C X dn € N tal que X C

Us—o f*(U).

Iremos proceder por contradicao. Ou seja, Vn € N, existe um aberto U C X tal que
n
XgJrw
i=0

Mas essa afirmacdo implica que existe € X tal que = ¢ f*(U), para todo k natural.
Pela transitividade de f em X, existe y € X tal que Of(y) = X, em outras palavras,
a Orbita de y é densa em X. Entao, dado ¢ > 0, existe uma sequéncia (j)ren, com
fo(y) € f(U), para algum n natural tal que

d(f*(y), ) <e/2"

Tomemos o ¢ acima tal que B.(f*(y)) € f™(U). Como f é expansora, essa bola é
expandida a uma taxa A > 1 e obviamente, B(.: (f7*(y))) C f*(B:(f*(y))), para todo
k. Como X é conexo, em algum momento k > n teremos = € f/*(B.(f(y))), ou seja
x € f7*(U), o que é uma contradigao. ]

Outra demonstragao para a Proposigcao 2.4
Demonstragao. Sejam x1,...,2p € X, ny,....,npy € Nee > ey > ... > g, > 0. Sejam
ainda gj(-l) : B.,(f'(x;)) = X, com j =1,..,nei=1,..k ramos contrativos para f,

onde definimos B, (f/(z;) = gj(ill(BajH(fj“(mi))), comi=1,..,kej=1,...,n—1 tal
que cada ramo contrativo satisfaz, pela definigao.

d D (fi (1) = f7 ().

Iremos considerar os “pedacos”de érbitas de x4, ..., x5 até os tempos nq, ..., ng, respecti-
vamente.
Como f é fortemente transitiva, podemos tomar um d; > 0 e m(eq) > 0, tal que

Bs,(w2) C f"'(Bey (21))

para algum l; < m(e;) Pomos r = &1 e rg = m € (dq,€2) De forma andloga, 353 > 0 tal
que

B53 <I3) C fl2<BT2(x2)>
para algum ly < m(ey). Pomos r3 = m € (3,73) e assim por diante. No pedago de 6rbita
de xy, teremos 9, > 0 tal que

Bs, (xx) C f*(By,_, (z5-1))

para algum [y < m(ey). Consideremos 1, = m € (Jg, 7x). Sejay € ff(zgll(”ﬁli))(ng (xx)).
Pela nossa construcao, este y acompanha as érbitas de x; até um tempo n;, com um “pulo”

l;, respectivamente. Logo, f possui a propriedade da especificacao.
]
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Capitulo 3

Teorema de Oseledets

3.1 Introducao

3.1.1 Preliminares para a demonstracao do Teorema de Os-
eledets

Proposicao 3.1. Seja M um espago métrico compacto e f : X — X uma transformacao
mensurdvel. Entdo um conjunto A C X € de probabilidade total se u(A) = 1, para toda
medida 1 € My(X) érgodica

Daremos alguns conceitos tteis na demonstracao do teorema de Oseledets.

Defini¢ao 3.1. Um fibrado F é uma familia de subespacos (denominados fibras de F')
F, C R¥, x € X, tais que existem funcoes mensurdveis n; - X — RF, i =1,...,m, satis-
fazendo para p— q.t.p., que {ni(x), -+ ,nm(x)} € uma base ortonormal de F,. Dizemos
que um fibrado G € um subfibrado de F' se G, C F, em u—q.t.p.

Definicao 3.2. Um isomorfismo T : F — F de fibrados é uma familia de isomorfismos
lineares T(x) : F, — Fju) tais que, se m1,--- 1y Satisfazem a propriedade anterior
entdo as componentes da matriz de T(x) com respeito as bases {mi(x), - ,nm(z)} e
{m(f(x)), - ,nm(f(x))} sao p—integrdveis e limitadas.

Observagao 3.1. Se G C F' é um subfibrado, dizemos que G € T-invariante se T'(x)G, =
Gy para p—q.t.p. v € X.

Definicao 3.3. Seja M wma variedade riemanniana compacta de dimensao finita e f :
M — M um difeomorfismo de classe C'. Diz-se que um ponto x € M é um ponto
reqular de f se existem nimeros reais Ai(xz) > ... > A\(z) e uma decomposi¢cio T, M =
Ei(x) @ - @ E(x) do espago tangente a M em x tais que

lim ~log || Df*(z)u = ()

n—too N

para todo u € E; \ {0} com 1 <j <I.
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Observe que {\y, ..., \;} coincide com
1
{AeR: A= ngrfoo - log || Df"(x)u ||= A para algum w € T, M \ {0}}
e também temos
1
E;={ueT,M:—log || Df"(z)u ||= Aj, quando n — Foo}
n

deste modo, quando eles existem, os reais Ay (z) > ... > A\j(x) e os espagos Ey(z), ..., Ei(x)
sao unicamente determinados. Os Aj(x) e Ej(x) sao chamados, respectivamente, de
expoentes de Lyapunov e espagos préprios de f no ponto z. Denotemos por R(f) o
conjuntos dos pontos regulares de f. Nao é dificil ver que f(R(f)) = R(f), ou seja,
o conjunto R(f) é invariante por iteracoes com, \;(f(z)) = Aj(z) e Df(x)E;(z) =
E;(f(z)) para todo 1 < j <l ex € R(f). Analisando sob o ponto de vista topolégico,
o subconjunto R(f) é “pequeno”, podendo constituir-se num conjunto magro(primeira
categoria de Baire) e até mesmo um conjunto finito. No entanto, sobre o ponto de vista
da Teoria da Medida, essa situacao é exatamente o oposto, conforme o teorema abaixo.

Teorema 3.1 (Oseledets). Se M ¢é uma variedade riemanniana compacta de dimensao
finita, entdo o conjunto dos pontos requlares de um difeomorfismo de classe Ct, f : M —
M, tem probabilidade total para cada medida de probabilidade boreliana em M, invariante

por f.

Demonstraremos este teorema, seguindo [3], como um caso particular de um resultado
mais geral. Mas, antes iremos estabelecer algumas notagoes e definigoes. Seja M um
espago métrico compacto, f : M — M um homeomorfismo, F' um fibrado vetorial de
dimensao finita sobre M dotado com uma métrica riemanniana continua, m : F — M a
projecao e L : F' — F um isomorfismo de fibrados vetoriais continuos cobrindo F' (isto
é, moL = fom), tal que ambos L e L™! tenham normas limitadas. Denotemos por L,
o enésimo iterado de L:

La(@) = L (@) 0 -0 L(f(x)) o L{x) e
L_,(x)=L(f""x) o o L7Yf ! x))o L7 (z), com n > 0.
Agora, para ny,---,n; > 1 definamos A(nq, - -+, n;) como o conjunto dos pontos z € M
tal que a fibra F, admite uma decomposicao F, = é E; tal que dimE; = n;, 1 < j </
e existem nimeros reais A\ (z) > ... > \(x) satisfazglldo

1
i~ log || Ly(a)u 1= Xy(2)
para todo u € E;\{0} com 1 < j <. Diz-se, neste caso, que = ¢ um ponto regular de
L. Chamaremos de conjunto reqular para os expoentes Lyapunov o conjunto que contém
esses pontos e o denotaremos por R(L). Diremos que = é um ponto irregular, quando nao
for regular. Neste capitulo usaremos somente o termo conjunto regular para o conjunto
regular para os expoentes de Lyapunov.
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Teorema 3.2. a) Para todo nq,--- ,ny, A(ny, - ,n;) é um subconjunto mensurdvel de
M. Além disso, para cada 1 < j <1, E; € um subfibrado mensurdvel da restricao de F
a A, - ,m) e A(ng, -+ ,ny) 22— Nj(x) € uma aplicagio mensurdvel.

b) O conjunto dos pontos regqulares de L dado por

R(L)= |J A, m)

M1,
possui probabilidade total em M.

Claramente o teorema 3.1 é um caso particular deste teorema. Basta tomar F' como
sendo o fibrado vetorial em M e L o morfismo induzido por Df. A prova deste teorema
sera dada da seguinte maneira:

3.2 Prova do Teorema 3.2

3.2.1 Mensurabilidade

Sejam nq, - - -, n; fixados. Para cada k > 1 denotamos por A o conjunto das 2[-uplas
de ndmeros racionais ag > f; > -+ > g > ff; com (a; — ;) < % para 1 < j < [. Para
m > 1e (ay,---6) € Ag, seja A(m,nq,- - -,n;) o conjunto dos pontos = € M tal que
existe uma decomposi¢ao F, = Fy @ - - - @ F; com dimFj = n; e

exp(na)||ull = |[Ln(z)ul] = exp(nf;)]|ul (3.1)
exp(—na;)|[ul| < [[Ln(z)ul < exp(=nf;)|ull (3.2)
para todon >m, 1 < j <[, eu € Fj. Observe que a decomposicao ¢ determinada de
forma tnica, para cada x € A(m,nq,- -+, n;) por
L, L_,
F; = {u cfl,: % < exp(no;) e % < exp(—np;) se n > m} .
u u

Sendo que 3.1 e 3.2 sao condigoes fechadas e as dimensoes dos Fj sao constantes, temos
que A(m,ny,---,n) é fechado e A(ny,---,n;) 3 x — F;(z) continua para cada 1 < j <.
Em particular isto prova que

Alng, -+ mg) = ﬂ U ﬂ A(m,aq,---5)

k21 (on,B) k21

é um conjunto de Borel. Para provar que os subfibrados E; sao mensurdveis em A(nq, - -
-,my) é suficiente mostrar que

Vo e Ang, - ,n) N A(m,oq, -+ ) tem-se Ej(x) = F;(z),

para todo 1 < j < [. Note primeiro que E; estd contido em algum Fj, 1 < j < [,
porque todos os vetores de F; geram o mesmo expoente de Lyapounov );, tanto para
n — 400 quanto para n — —oo. Usando aj > A\; > B e lembrando que Ay > --- > )\ e
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ap > fy > > o > f, segue que k = j. Sendo dimE; = n; = dimFj, isto prova que
E; = F; como foi afirmado. Finalmente, o fato de que A; é mensuravel em A(nq, - - -, n;)
segue imediatamente de

1
A= lim = 1og | Ly(@)|E(@)].

A prova do teorema 3.2a) estd completa.
Esta segao sera ttil para provar a parte b) do Teorema 3.2.

3.2.2 Crescimento subexponencial

Definicao 3.4. Uma funcao mensurdvel C' : M — R tem crescimento subexponencial
para uma medida (1 em M se

1
lim —log(Co f*)=0, em pu—q.t.p.

n—+oo N
onde f: M — M € uma aplicagao e i uma medida de probabilidade invariante por f.
Nesta secao mostraremos que certas fungoes relacionadas com os iterados de L e
que desempenham papel importante na demonstracao do teorema 3.2 tem crescimento
subexponencial para toda medida de probabilidade invariante por f.

Sejam p uma medida de probabilidade invariante por f, ' um subfibrado mensuravel
de F' invariante por L e A € R tal que

1
limsup — log || L,,(x)ul| < A

n—+oo N

paratodou € E;\{0} e p—q.t.p. x € M (tal A sempre existe, pois supomos || L|| limitada).
Dado ¢ > 0, definamos
[ L ()]

) = sup {

Proposicao 3.2. A funcao C. tem crescimento subexponencial para a medida .

n>0 euGEI\O}

Para demonstrar essa proposi¢ao usaremos o seguinte critério para crescimento subex-
ponencial.

Lema 3.1. Seja f : M — M uma aplicacao mensurdvel e p uma medida de probabilidade
em M invariante por f e p : M — R uma fun¢ao mensurdvel tal que o f—p € integravel.
Entio (oo f") — 0 em p— q.t.p com n — oo.

Demonstragao. Aplicando o teorema Ergddico de Birkhoff sobre p o f — ¢, a sequéncia
%(9@ o f™) converge em quase toda parte para alguma funcdo mensuravel 1. Por outro
lado, para cada ¢ > 0 fixado

I ({x : % oo f*(x)| > 5}) = p (f e (=nd,nd)") = p (¢~ (—nd, nd)%) — 0,

quando n — 400, 0 que significa que %((p o f™) converge para 0 em medida. Portanto
n—lk(go o f™) — 0 em quase toda parte para alguma subsequéncia ny — +oo. Isto prova
que Y(z) =0 em p—q.t.p x € M ]
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Demonstragao da Proposicao 3.2.
Para u € E,\{0}, seja

I || L () ul]
Ce(z,u) nZIO) exp(n(A +¢)) HUH

Entao
| Lo ()ull

exp(n(A +¢)) ull

Cc(w, u) = max {1, C=(f(x), L(x)u)}

e assim
< Ce(z,u)
— Ce(f(x), L(z)u)
onde a,b > 0 sao tomados de tal forma que
[ L (z)ul
~exp(n(A+e)) flull

< max{1, b},

para todo x e u € E,. Entao, imediatamente,

Ce(z,u)
a < ’ < max{1,b}
Ce(f(x), L(z)u)
isto assegura que log(C. o f) —log C. e log(C. o f~1) — log C. sao ambas limitadas. Em
particular, sao integraveis e a proposicao segue do lema 3.1
O resultado seguinte sera usado muitas vezes na demonstracao do Teorema 3.2b).

Proposicao 3.3. Seja E um subfibrado mensuravel de F invariante por L, A € R e u
uma medida de probabilidade invariante por f em M. Entdo,

1
limsup — log || L, (x)ul| < A

n—+oo M

para p1—q.t.p. © € M e todo u € E,\{0} se, e somente se,
) 1
limsup — log || L, (x)ul| < A
n——oo 1

para p—q.t.p. x € M e todo v € E,\{0}. Além disso, a afirma¢io permanece ver-
dadeira quando ‘limsup”’e “<”sao substituidos por “iminf”e “>7(ou por dim”e “=”
respectivamente.

)

Demonstracdao. Provaremos a parte “somente se”, a outra parte segue de maneira andloga.
Suponhamos que

1
limsup — log || L, (z)u|| < A
n

n—+00
u—q.t.p. € M e todo u € E,\{0}.

Seja

[ Ln(x)u]
exp(n(A +¢)) [[ull

C’e(x)zsup{ n>0 e ueEx\{O}}.
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e observando que

u = L(z) LE @) L7 (" (@) - L (@)u
Lo(f 7" (@) Lon(@)u

Logo,
lull < C-(f7" (@) exp(n(A + €)) | Lon(@)u]
e, assim,

1 1 1
~loglull < —log Co(f ™" (2)) + A+ & + —log | Ln(x)u]

para todo n > 1. Como C. tem crescimento subexponencial (Proposicao 3.2), segue que
1
0 <liminf —log || L_,(z)ul| + A + <.
n—+ooc N
Mas, uma vez que

1 1
liminf — log || L_,(z)u|| = —limsup — log || L, (z)u|,

n—>+oo 1 n——oo 1

resulta )
limsup — log || L, (z)ul] < A+ ¢
n

n——oo

e visto que € > 0 é arbitrario, tem-se

1
lim sup — log || L, (z)u]| < A
n

n——oo

como afirmado.

3.2.3 Prova do Teorema 3.2b)

3.2.4 Probabilidade total

A fim de mostrar que R(L) tem probabilidade total, basta mostrar que p(R(L)) =
1 para toda medida de probabilidade ergddica, invariante por f em M. De fato, tal
afirmagao se justifica pela Proposicao 3.1. Suporemos pu ergddica. Seja

A (L, x) = lim sup%log | L (z)u|| e A\(L) = //\1(L,x)d,u(x).

n—-+o0o

Observe que A\ (L, z) < sup,en [|L(2)]] e Ai(L, z) = A\ (L) para p—q.t.p. v € M. Seja G
um subfibrado de F' definido por

1
G, = {u € F, : liminf — log || L, (z)u|| > /\1(L)} :
n—oo n,

O lema abaixo é importante na demonstragao do item b) do Teorema 3.2. No entanto,
sua prova serda dada na proxima segao.
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Lema 3.2. G ¢ um subfibrado mensurdvel invariante por L com dimensdo estritamente
positiva e

i 1
i Slog L (x)ull = M(L)
para p1—q.t.p. © € M e todo € G,\{0}.

Denotemos por A( j) o conjunto dos pontos = para os quais dimG, = j. Provaremos
que esses subconjuntos de M sao mensuraveis e que a restricao de G' a cada /A\( j) um
subfibrado mensuravel da restricao de F A(]) Sendo L um isomorfismo, segue que
dimG, =dimL(G,). Também temos L(G,) = G ). Com efeito,

.1 e
liminf —log|| Ln(f(2))L(z)ul = liminf—log||Lnyi(z)ul =

1
= liminf nt
n——oo

1
1 log [| L1 (x)ull >

1
> liminf ] log || Lys1(x)ul] > A (L).

n——oo M

Logo, L(z)u € Gy e portanto L(Gm) C Gy A outra inclusao segue de maneira

andloga. Assim, f(z) € A(j), donde A(j) é um subconjunto invariante por f e, como p
ergddica, tem-se u([\(])) = 1, para algum j. Verificaremos que j > 1. Caso G, = F,
para quase todo ponto x € M, entao escreveremos G = F', e neste caso a demonstracao
do teorema esta terminada. Se G # F, seja G+ o complemento ortogonal de G. Além
disso, seja p : F — G+ a projecao ortogonal e escrevamos L= polL:G+— Gt

Lema 3.3. Se F + G, entio A\ (L) < M\ (L).

Demonstracao. Observe primeiro que, como uma consequéncia da invariancia de G,
| Ent@yul| = Mp(Lat@y)| < I 2a(@)ull.

Seja G um subfibrado de G*1, invariante por L tal que

lim —logHL H — \(1L),

n—too N

para u—q.t.p. = e todo u € CAJI\{O} Entao,

ML) = ‘ <l1m1nfﬁlogHL (x)ull

—+

n—-+oo N

1
< limsup - log || Ln(2)u|| < A (L).

n—-+o0o

Isto prova que A;(L) < A;(L), o que implica A\, (L) = A\ (L). Deste modo,

lim —logHL (@)ull = A (L)

n—+oo N
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Pela proposicao 3.3, segue que
) 1
lim = log || L (@)ull = M (L),
n——oo n
o que permite concluir que u € G,, ou seja, u € G, N G,. Mas isto é absurdo, visto que

u é ndo nulo e G, NG, = {0}. Portanto, A\ (L) < A (L). O

Faremos uso de mais um lema fundamental, cuja prova sera dada mais adiante em
uma secao especifica apds provarmos o lema 3.2.

Lema 3.4. Se F # G entao existe um subfibrado H de F, o qual € mensurdvel e invari-

A

ante por L, tal que G & H = F e \(L|H) = M\ (L) < M\(L).
Agora estamos aptos para concluir a demonstragao da parte b) do Teorema 3.2.

Escrevendo Fy = G e Hy = H, tem-se pelo lema 3.2

1
lim —log||L,(x)u| =\

n—too N

para todo u € E1\{0} e, pelo lema 3.4, existe uma decomposicao F' = F; & H; tal que
A1 > A\ (L|Hy). Definimos Ay = A\{(L|H;) e aplicamos os lemas 3.2 e 3.4, considerando a
aplicacao L|H;. Assim, existem subfibrados invariantes por L, Fy e Hs, tais que H; =
Ey ® Hy, para p—q.t.p. © € M, \{(L|Hs) < Ay e

1
lim —log || L,(z)v] = As

n—+oo N

para u—q.t.p. x € M e todo v € E;\{0}. Entéao, para qualquer j > 1, suponhamos que
ja obtivemos uma decomposicao invariante por L,

1
F=E&---®E; ®H; com lim —log|L,(x)ul| =\
n—=+oo N,

para todo u € E;\{0}, 1 <i < jeX >--- >\ > A\N(L|H;). Do lema 3.2 segue que
existe um subfibrado invariante F;; de H; tal que

. 1
Jim —log || La(2)ull = Xivy = M (L|Hj)

para todo v € E;\{0} e do lema 3.4 nos fornece uma decomposigao invariante H; =
E;j1 @ Hjq tal que A\j(L|Hj41) < Ajy1. Como F' tem, por hipétese, dimensao finita
esse processo deve ser interrompido apds um numero finito de vezes. Resulta assim, que
pu—q.t.p. x € M, e entao

F = El DD El

) 1 .
Jim —log || La(w)ull = A, 1< <1 we B0}

isto , u—q.t.p. * € M é regular, completando a demonstracao do Teorema 3.2.
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3.2.5 Demonstracao do Lema 3.2

O resultado enunciado abaixo sera usado na demonstracao desse lema.

Lema 3.5 (Pliss). Dado A € R, ¢ > 0 e A > 0, existe 6 = (A, e,A) > 0 tal que se
N-1

dada qualquer sequéncia ag,--- ,an_1 em R, com Zak < NX e |ag] < A, para todo
k=0

0<k<N-—1, entao existem > N e 0 <ny <---<n; <N —1 tais que

ni—l

Z a; < (n; —n)(A+¢),

para todo 0 < n<n; el < <.
N-1

Demonstragao. Seja S(n) = >;_ (a; — (A + ¢€)) e tomemos n; < --- < n; nimeros
inteiros do conjunto {0,---, N — 1} que satisfazem
S(n) < S(n;) paratodo 0<n<mn,. (3.3)
Entao, para 0 < n < n,,
n;—1
> a;=(S(n) = S(ny)) + (ni = n)(A+¢) < (n; —n)(A +€).
j=n

Devemos, estimar o valor de [. Antes, porém, observemos que S(n;_1) > S(n; — 1) para
todo i > 1, porque, caso contrario, haveria n,_; < m < n; tal que S(n) < S(m) para
todo ¢ < n < m, contrariando a definigdo do conjunto {ny,---,n;}. Logo, para todo
1> 1, tem-se

S(ni-1) = S(ni) + (an, — (A +¢)) = S(ni) = ([A[ + e+ A)
para todo ¢ > 1, e assim

S(ny) > S(ny) — (=1 (M +¢e+ A).

Sendo
N-1
S(ny) =S(0) = ar — NA+e)<—Ne e S(n)) >S(N—-1)=an_1— (A +¢)
k=0
(isto porque m; é o maior elemento de {0,1,--- N — 1}) que satisfaz 3.3.

Deste modo,

—Ne > S(n)>S(m)—(I=1)(A+e+A) >an-1—A+¢e) = ([ =1)(|]A[+c+ A)
= —Ne>an_1— (A+e)=Il(AN+e+ A+ (N+e+ A).

Lembrando que ay_; > — A, resulta:
Ne <Il(A+e+ A).

. _ [
Assim, basta tomar § = ==
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Passemos, enfim, a demonstracao do lema 3.2. Primeiramente provaremos que G é
um subfibrado mensuravel. Isto sera feito em trés passos. Para isso usaremos a seguinte
observagao.

Observagao 3.2. Sejam (A, A) e (B,B) espacos mensurdveis e uma aplicagio f: A —
B. Se eziste uma cobertura enumerdvel (A,), de A por conjuntos mensurdveis, tal que
flA, : A, — B é uma aplica¢ao mensurdvel para cada n > 1, entdo f: A — B € uma
aplicacao mensurdvel.

Primeiro passo: Para k > 1 e x € M seja

G.(k) = {u € F, : limsup ! log || L_n(x)ul| < =X\ + l}
n—+oo N k

Entao definimos My = {x € M : G,(k) = G,}. Afirmamos que (My); cobre M. Com
efeito, para qualquer x € M fixo, (G(k))r é uma sequéncia decrescente de subespagos
de F, e, como dimF) é finita, deve existir k, > 1 tal que G, (k,) = G,, para todo k > k.
Por um lado, zf,;z G, (k,) = G e, por outro lado, ,jj;m G (ky) = G.(k;). Logo, existe
k. > 1 tal que G,(k;) = G,. Afirmamos ainda que My é um conjunto mensurédvel. Para
provar esta tltima afirmacao, consideremos as fungoes

1
A M — R, A =limsup —log || L,(z)].

n—+oo T

1
¢:F =R, ¢(r,u)=limsup—log || L_, ()|
n

n—-+4o0o

Estas fungoes sio mensurdveis, porque (£ 1log || Ly (x)[]) e (£ log || L_,(x)||) sdo sequéncias
limitadas de funcoes mensuraveis. Consideremos ainda a projecao fibrada m : FF — M.
Claramente,

1
r¢ M, & FueF, tal que (¢ + \i7)(x,u) € (0, E>

& xen((é+ Mm)H((0, %]))
ou seja,
My = M\w((6+ A o7) (0. 7))

Uma vez que a projegao aplica conjuntos mensuraveis em conjuntos mensuraveis, entao
7((¢ + A o m) 710, 1])) ¢ mensurdvel, o que implica que M\m((¢ + Ay o w)~1(0,£]) ¢
mensuravel, ou seja, M é mensuravel.

Segundo passo: Fixemos k > 1 e, para cada x € My e m > 1, definamos

1
Gy(k,m) ={u € F, : ||L_p(x)u < mexp(—n(A — 7))HUH”,VH}
Notemos que G, (k,m) = U,,G.(k, m) para todo = € M. A inclusao D é ébvia e C segue
de G.(k) = G.(k + 1). Definamos agora, My, = {z € My : G,(k) = G.(k,m)} = {z €
My, : G.(k,m) = G,(k,l) paratodo [ > m}. Consideremos a fungao
[[L—n(@)ull 1

exp(n(A; — —)).

Uy Y (M) = R, (x,u) = sup ?
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Esta fungao é mensuravel, pois f,(x,u) = W exp(n(A — 1)) define uma sequéncia

de funcoes continuas e, portanto, mensuraveis. Temos,
¢ My, © FueF, el>m tal que m < ¢y(z,u) <l
& 3l >m tal que x € w(v, ' ((m,1])),
isto 6, My, = M\ U2, (¥, ((m,1])). Tendo em vista que U, 7 (¢ ((m,1])) é men-
suravel, resulta que M}, também é mensurdvel. Queremos provar que (M z,)m coO-
bre M. Com esta finalidade, seja x € My, e {uy, ..., us} uma base ortogonal de G, (k).

Tomemos my, ...,ms > 1 tais que u; € G(x,m;), para todo 1 < i < s, e consideremos
m = max{my,...,ms}. Para cada u =), a;u; € G,(k) e para cada n > 1, tem-se

1L n(@yull = |Lon(2) D asual <Y lail | Lon(@)us]
=1 =1

s

1
< Y Jaslmiexp(—n(h — )il
=1
z 1
< Y laimexp(—n(h — )l

=1

1 S
= mexp(—n(\; — E)) Z | || ]
=1

= mexp(-n( — ) ulone.
ou seja, ||[L_n(z)ul| < mexp(—n(A — 1))C|lul|, onde C depende apenas da escolha da
norma em F. Concluimos assim, que G, (k) C G,(k,Cm + 1) e, portanto, x € My c,, .,
Terceiro passo: Provemos agora que G, é semicontinua inferiormente em cada Mj, ,,,,
isto ¢, dada qualquer sequéncia (x;); em My ,, convergindo para algum z € My, tem-se
lim G,, C G,.

Dada uma sequéncia u; € G, © > 1, que converge para algum u € F,, temos

Loyl < mexp(-n(h — )]

para todo 2 > 1 e n > 1. Passando ao limite, obtemos
[L—n(@)ul] <mexp(—n(A — 2))|ul,

o que implica que u € Gy (k,m) C UG,(k,m) = G,(k). Como existe k, tal que G,(k) =
G, para todo k > k,, entao u € G, e isto conclui a prova da afirmacao. Segue, pois,
que cada conjunto My.,; = {x € My,,;dimG, > j} é fechado e que varia continua-
mente com x em cada My, j\Mjm j+1. Notemos que (M m;\Mym j+1) ¢ uma cober-
tura de A(j) por conjuntos mensuraveis e 7! |(Mym;\Mmi+1) ¢ mensuravel. Ora,
TN (M j\Mgmj+1) = G(Mm;\Mimj+1).- Logo, pela observagao 3.2 feita acima,
segue que G|A(j) é mensurével.
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Agora, passemos a segunda parte da demonstragao. Iremos mostrar que dimG, > 0
para pu—q.t.p. © € M. Para isto, basta mostrar que, para todo k > 1, G.(k) # {0} em
pu—q.t.p. x € M. Seja k > 1 fixo e, para m > 1, definamos Y,, como o conjuntos dos
pontos x € M tais que existe u € F,\{0} satisfazendo

k
IL—n(z)ull < mexp(—n(r — 2))u] (3.4)
para 1 < n < m. Afirmamos que existe o > 0 tal que

1(Yy) > 68 (3.5)

para m > 1. Observemos que isto implica que o conjunto Y = (*°_,Y,, tem medida
positiva, porque Y7 D Yy D Y3 D --- e cada Y,, tem medida positiva. Se z € Y
entdo existe uma sequéncia de vetores unitarios (v, )nens, com v; € Y;, tais que vale 3.4.
Tomando um vetor v que seja limite de alguma subsequéncia de (v,) entdo vale 3.4 e
0 # v € Gy(k). Mas
La(@)Gio(k) = Gpooy (k)

e entdo tem-se dimG, (k) > 0sex € U, f"((,z1 Ym)- Como 5o f"((,151 Yim) € invari-
ante e tem medida positiva, pois contém Y. Segue da ergodicidade de p que dimG, (k) > 0

em p—quase todo ponto. Como consequéncia, a prova do lema foi reduzida a verificar
3.5. Sejau € F,, N > 1 tal que ||Ly(z)u| > exp(N(A\ — 5)) e definamos

1y i Livi(x)u
—1 LY 1+1
og 1L (7 ) (ol
para 0 < i < N — 1. Observemos que a; < log ||L™!||, pois
1y pi Lit1(x)u ~1 Lita(2)u 1/ gi
log | L7 (f () (=)l < log [L7H(F (@)l i)l = log [ L7 (f'(x))]
[ i (z)ul [ L ()ull
e
N-1 N- ;
V" Z L) Ly () Zl o I PP @)Ll
— ||L (2 )Ull [ () ul]
N-—
1L () ull Il | Ly—1(z)ull
= log = log -——— + ... + log
= L (@) ILG@)ull [Ln (z)ul
= log|lull =log |L(z)ul| + ... + log | Ly—1 (z)ul| — log || L (z)ull
gl
[ Ln(z)ul
Como ”L”Zﬂ)u” < exp(N(i)\l)), temos log ”Lﬂ?ﬂ)u” < (N(5:A1)). Pelo lema 3.5,
tomando A = A\ + ka e = i e A = log||L™!||, obtemos niimeros ny,...,n; tais que

0<n <..<n<N-=—1,com L > No e satisfazendo

IZa@)el N~ e 4 L

j=n
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para todo 0 < < n;. Seja v; =

n “En:(z)z“' Entao, tendo em vista que L,(z)u =
Ly, (f"(x)) Ly, (z)u, obtemos de 3.6

[ L (F™ () Jvil| < exp((n = ni) (A — 1))’

k
para 1 < n; —n < n;, e isto acarreta " (v) € Y,,. Do fato que Y,,, C Y;, quando n; > m,
segue que
l—m _ Né—m

1 | -
— <3< - {7 > > S

Fazendo N — +o00, tem-se

1 .

= 1l — <j<N:fI Y, L > 0.

(2, Yn) = lim {0 <j<N: () €Y} 20

Mas como p é ergédica, resulta que u(Y;,) = 7(z,Y,,) > d(pela proposicao 2.5 na pagina

133 do livro do Ricardo Mane, referencia bibliografica|[Man]), provando nossa afirmagao.
Finalmente, definamos

[ Ln () ul]
Cute) =300 { o € GO
De
u= Ly(f~"(2)) Lon(z)u
obtemos
lull < Ce(f7" (@) exp(n(M + €)) || L-n(@)u]
donde

1 1 1
—log [|u]l < ~log C(f™""(x)) + (M + ) + —log [ Ln(x)u]
e, lembrando que C. tem crescimento subexponencial,
1 1
0 <liminf —log || L_n(z)u| + A1 +& = liminf ——log || L,(z)ul| + A\ + ¢

n——oo N n—-+oo n

1

= —limsup —log || L,(z)u|| + N\ + ¢
n—+oo 1

e como ¢ ¢é arbitrario,

1
limsup — log || Ly, (z)ul|] < A;.

n—+oo T
Pela proposicao 3.3, isto acarreta

1
lim sup — log || L, (z)u]| < A;.

n——oo N
Agora, definamos C.(z) como sendo

N e
Cele) =sup {exp<—n<A1 ol E GI\{O}} '
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Visto que
w=Lp(f"" ()| Lo (x)u

resulta
Jull < Co(f"H(x)) exp(—n(Ay + )| Ln(2)ul
acarretando ]
< Tminf & oy
0< lrllr_r}igj - log || Ln(x)ul| — A\ — €
e, assim,

1
A < liminf = log || L ()ul.
1 < liminf ~log || Ly ()ul]

Novamente pela proposicao 3.3, obtemos
o1
A1 < liminf —log || Ly, (z)u]|.
n——oo M

Ora, dada qualquer sequéncia limitada (z,) de nimeros reais vale
lim sup z,, > liminf z,,.
Logo,

1 1
I ~log || Ln(2)u|| = lim inf = log || L,,
imsup - log || Ly (w)ul] = lim inf ~log || Ln ()u]

e, portanto,

) 1
i —log 1L ()ull = A,

completando a prova do lema.

3.3 Demonstracao do Lema 3.4

Seja ¥ o espaco dos morfismos de fibrados vetoriais mensuraveis G+ — G. Obteremos
um morfismo A € ¥ tal que H = graf(A) = {u+ Au; u € G} seja o subfibrado como no
enunciado do Lema. Consideremos a transformacao ®(A)(z) = L7 (f(2))A(f(z))L(z) e

seja, P = (L|G* — L) : G+ — G. Dado u € G+,

L(u+Au) = Lu+ LAu= Lu+ Pu+ LAu =

= Lu+ A(Lu) 4+ L(L™'Pu) + LAu — L(L™*ALu) =

= Lu+ A(L)u)+ L(LT'"P+ A— L' AL)u.

Notemos que Lu e G+ enquanto que as duas ultimas parcelas pertencem a . Portanto,

H invariante por L se, e somente se,

A—®(A)=—-L"'P.

Facamos B = —L~'P. Provemos que existem A < 0 e uma funcao mensurdvel
C : M — R tais que ||®"(B)z| < C(z)exp(An) para todo n > 0 e u—quase toda
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parte. Isto assegura a convergéncia da série >~ ®"(B) em p-quase toda parte e que
A =73 ,P"(B) satisfaz 3.7, que nao é dificil de ver. Para obter X e C, seja

e @)
¢ O = (L 6) + )

A

@)
Kelz) nZIO) exp(n(A (L) +¢))

Entao,

1e"(B)(@)ll = I(L7HG)u(f"2)B(f"x)Ln(2)]
< C(f" (@) | BIIK-(2) exp(n(h (L) + A(L71G) + 2¢)).

Observemos que C. tem crescimento subexponencial, entao

¢é finito e
|@(B)(x)|| < ||B||D:(2) K- (x) exp(n(M (L) — Mi(L) + 3¢)).

Entfio basta tomar A = A\ (L) — A(L) + 3¢ e C(z) = | B||D(2)K.(z), onde £ > 0 é
escolhido de modo que A < 0.

Resta ainda provar que Ay (L|H) = A\ (L). Com este propésito, seja A:GH - H
dada por Au = u + Au. Pela construcio, tem-se Lo A = Ao L, isto é, (L|H)(z) =

A(fx)L(x)(A)" (z). Portanto,

M(LIH, x) = hmsupllogll(LlH) ()|l = limsup " log | A" (@) L) ()7 (@)]

n—-+o0o n%Jroo

< limsup — 1Og||A( ())HHImSUP—lOgHL (@)} + lim sup — 10g||( D)~ @)

n—-+o00 n—-+00 n—-+o0o

O segundo termo da tltima desigualdade acima é igual a Al(f/) e o terceiro é nulo. Além
disso,

timsup +log | A(/" ()| = 0. (3.8)

n—-+4o0o

De fato,

C(fmx)

1< Jladll < A @D = llid + A" (@) < 1+ A" (@) < 1+ 1= exph

Usando o mesmo argumento da secao 3.2.2 vemos que D.(z) e K. tem crescimento
subexponencial, entdo o mesmo vale para C.(x). Combinado com a tltima desigual-
dade, temos que vale 3.8. Isto, por sua vez, acarreta A\;(L|H) < M(L). A desigualdade
contréria é provada da mesma forma, usando que L( ) = (A)(f(@)(LIH)(x)A(z), e
que [|(A)7!| < 1 em p-quase toda parte, porque (A)~' = 7|H : H — G*. Portanto, a
prova do lema esta completa.
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Capitulo 4

T'écnicas

Apresentamos algumas das técnicas que nos serao ttil para demonstrar o nosso re-
sultado. A técnica usada para provar o resultado principal deste trabalho 4 foi inspirado
em uma prova para o principio variacional condicional de Takens e Verbitskiy [TV2].
A prova de Takens e Verbitskiy por sua vez foi inspirado por argumentos usados por
Young[You].

4.1 Construcao dos pontos em X’(go, f)

As provas que utilizam a propriedade de especificagdo sao tipicamente construtivas,
e a nossa nao é excecao. A estratégia geral é a de escolher conjuntos de pontos que
possuem uma propriedade dinamica da qual estamos interessados, e usar a propriedade
de especificacao para a construcao de novos pontos que sombreiam as orbitas dos pontos
originais.

Mostraremos como construir um tnico ponto irregular para uma fungao continua ¢
satisfazendo uma das condic¢oes equivalentes ao 2.3. O método para a construcao de
pontos em X (¢, ) é semelhante.

No caso de shifts do tipo finito topologicamente mixing, a propriedade de especificacao
¢é equivalente a uma operacao muito mais simples, a de concatenacao de palavras finitas.
Esse exemplo oferece uma visao da nossa técnica. Mostraremos como construir um ponto
irregular de um shift unilateral total, em seguida, mostramos como construir pontos
irregulares de aplicagoes que tem especificagao.

Lema 4.1. Seja (X, 0) um shift unilateral total em um conjunto de simbolos finitos. Seja
¢ € C(%) satisfazendo inf ey [ pdp < sup,epres) [ wdp. Entio (e, 0) # 0.

Demonstragdo. Sejam juy, o € ME(X) com [ @dpy < [ @dus. Seja 6 > 0 tal que

‘ / edpy — / edpis

Seja x = (z;)%2, satisfazendo £S,p(z) = [ duy ey = (y;)32, satisfazendo £ S,¢(y) —
[ @dus. Seja Ny tendendo para oo suficientemente répido de modo que Niy1 > exp(N; +

> 99.
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..+ Ng). A concatenagao de uma sequéncia enumeravel de palavras finitas define um
ponto em ¥. Para ¢ > 1, definimos as seguintes palavras finitas

Woi—1 = (xh .. 7xN2i_1)7

Wo; = (yla ce 7yN2i)
e definimos p = wywows ... € 3. Seja ty = Ny + ...+ Nj. Seja

Var(e,n) :=sup{le(w) — p(v)| : w,v € ¥, w; = v; parai =1,...,n},

e escolhamos M tal que Var(p, M) < §. Assumimos, sem perda de generalidade, que Ny
possa ser escolhido tal que Ny > M. Para k > 1, seja p, = o p. Ou seja,

P2k—1 = (xh "'7xN2k,1ay17 "'7yN2k7 ) € Dok = (yla "'7yN2k7x17 "'7xN2k+17 )

Observando que Var(p,n) > Var(p, m) quando m > n e que Ny, é suficientemente maior
que N, temos para k impar

Swee(on) ~ Swpl@ll = | Y plo'ton)) — 3 wlo'a)
< Y [ole'on) - olo' @)
= Y el o) }+Z}¢ )
i=M+1

< Var(p,Ny — M —1)+ ...+ Var(go, 1)+
+Var(p, Ny) + ... + Var(p, Ny — M)
= Var(p,1)+ ...+ Var(p,M)+ Var(e, M + 1) + ... + Var(p, Ny)
Var(p,1) 4+ ...+ Var(e, M) + (Ny — M)Var(p, M)
(Nk = M)Var(e, M) + Ml|¢|.

onde |[of] = sup, yex [o(z) = ©(y)].
Entao, para k£ impar suficientemente grande, temos

’NSNk (pr) — /sodm

Similarmente, para k par suficientemente grande, temos

’NSNk (pr) — /soduz

Observe que ty_1/ty — 0 e Ni/ty — 1. Temos

< 3.

< 3.

|St.0p — S (r)| < tiallell,
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¢ facilmente verificado que

1 1
‘Estwp - ESNM(Z%) — 0
Segue que para todo k suficientemente grande
1
Onde p(k) = (k+ 1)( mod 2) + 1. Portanto, p € %(¢, f). O

Lema 4.2. Seja (X, f) um sistema dinamico com a propriedade da especificagao. Seja
¢ € C(X) satisfazendo infenre(x ) [ pdp < SUD e s (X ) | wdp. Entao X(p, f) #0.

Demonstragdo. Sejam i1, po medidas ergddicas com [ @dps < [ @dus. Seja z; satis-
fazendo 1S,¢(z;) — [ du; para i =1,2. Seja my := m(e/2*) 0 mesmo da defini¢ao da
especificacao e N, tendendo para oo suficientemente rapido tal que Ny 1 > exp{Zf:1 (N;+
m;)} e N > expmy. Definimos z; € X indutivamente usando a propriedade da especi-
ficagdo. Seja t; = Ny, t = tg—1 +my + Ny para k > 2 e p(k) := (k+ 1)( mod 2) + 1.
Seja z; = x1. Seja zo satisfazendo

dy, (20, 21) < €/4 e dn, (fN ™22, 19) < /4.
Seja zj satisfazendo
dip (o1, 26) < €/2% e dy, (f* Ty, 2,,) < e/2
Observe que se ¢ € Bty(z,c/2871), entdo, pela desigualdade triangular

dyy (¢, 2g-1) < dtk (4, Zk) + dyy_ (25 26-1)

€ € €

2k 2k 2k—1 + 9k—1 - 9k—2"

logo By, (z:6/2" 1) C By y(s41-€/2872). Entao, temos aqui uma sequéncia decrescente
de compactos encaixados, logo, [, Btk(zk, g/21) # () e, além disso, esta interseccio é
um ponto. Definamos: B

<

pi= ﬂ By, (2, e/2%7h).

k>1

Para k > 2, seja py, := fi*1T™%p. Sendo,
dn,, (pr, [T 2) < {—:/Qk_1 e de(ft’“—ler’“zk,:rp(k)) < E/Qk

segue, pela desigualdade triangular que dy, (pk, T,x)) < €/2%2. Logo,

[Snep(pr) = Sl = | 2 @(F ) = D o(f (wo))
< 2 el o) = e @) < 3 Var(p,e/27%)

= NVar(p,e/257%).
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ou seja,
SN, 0(pr) — Sn (@) | < NiVar(p,/2572)

Dividindo ambos os membros por Ny e considerando que limg_., Var(p,e/2¥2) = 0,
temos

‘NikSNM(Pk) - /@dﬂp(l@ — 0, (4.1)
quando fazemos k — oo.
Por outro lado,
Nj—1 ' ty—1 4
Sweon) = Sug®] = | D elF o) - @(fl(p))‘
J\Zrk:i ‘ = th—1 ‘
= | D e(fi () = Y so(f’(p))‘
i=0 1=0
Nj—1 ' ty—1 '
= | D e(fi) - el p)
i=tp_1+my =0
te—1+mgp—1
= | D e e)| < (tea +mi) |l
i=0

onde ||¢|| = max{|p(fi(p))] :i=0,1,2,....tx_1 + myp — 1} ou seja,

1 1 1
Sl — 1 Suplp)| < o+l
k k k

dai podemos usar o fato que ]f—: —1le t’“ﬁ% — 0 (veja o lema 4.3) para provar que

1 1

NN () = = Sup(p)| = 0. (4.2)

k k

Por 4.1 e 4.2, segue que
1
’EStm(p) / pdiyry| — 0

e portanto p € X(go, 1) ]

Lema 4.3. Sejam (Ng)ken € (tx)ken como acima. Entdo temos:
1081
k

to—
2. HLTmE .
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Ng _ 1
th N, — th—1 y My
k—1tmg+Ng 1+ N T

Demonstracdao. De fato. Para justificar 1, note que ];/—: =

S — 0, trivialmente.
k

. teo1 T ps o k ko m;
Verificaremos agora que o mesmo vale para . Efacil ver que t), > >, mi+) j=p €™

Ng
e pela escolha de (Ng)gen, temos Nyyq > X1 (Nitm3) - Provaremos que eZi=1

k k ‘ . - .
Yoiomit+ Y j—1 €™. Usaremos indugao em k. Assumiremos que mg = 0.
Para k = 2, temos

N]-—‘,-m]-) >

Nitma)+(Na2tma) _ N1 oma

el s V2L emz 5 gm o2 gy

Suponha vélido para k, ou seja

k k
€Zj=1(NJ+mJ) > E m,; + E e
i=2 =1
entao

k k
=2 =1

A dltima desigualdade continua valendo se acrescentarmos a direita my; e €™+ que
sao valores muito pequenos logo

. k k+1
€Zj:1(Nj+mj) > § m; + § e
=2 =1

k m . (o k—1 k :
Como e2i=1Nit™mi) cresce muito rapido e Y 7, m; + Y ;_, €™ cresce muito lentamente,
temos que

le—1
— =0
N,
e, portanto , que

Ny,
— — 1.
172

Justifiquemos agora 2. Note que:

bt o 7 e 20 ) O

tr tr tr

4.2 Limites inferior em entropia topoldgica e pressao

Mostraremos como construir um ponto irregular usando a propriedade da especi-
ficagdo. Agora vamos descrever a nossa estratégia para construir uma quantidade su-
ficientemente grande de pontos irregulares tal que o conjunto irregular tenha entropia
topoldgica total. O resultado que o conjunto irregular tem entropia topoldgica total (se
nao for vazio) para as aplicagoes continuas com a propriedade de especificagao foi dev-
ido a [EKL]. O autor deu uma prova independente da prova dada aqui. Esbocamos as
ideias por tras da demonstracao do resultado para ”entropia total”. Isso sera til para a
compreensao do resultado para pressao topoldgica, que é mais geral.

Exigimos dois ingredientes principais: Principio da Distribuigado de Entropia (veja
[TV2]) e a férmula de Katok para entropia métrica [Kat].
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Lema 4.4 (Principio de distribui¢ao da entropia). . Seja f : X — X wuma transformagao
continua. Seja Z C X wum boreliano arbitrdrio. Suponha que exista uma constante
s > 0 tal que para € > 0 suficientemente pequeno, podemos encontrar uma medida de
probabilidade de Borel 1 = p. (ndo necessariamente invariante), uma constante C'(g) > 0
e um inteiro N(g) satisfazendo p(Z) > 0 e p.(Bp(x,e)) < C(e)e ™™, para cada bola
By (z,¢) tal que By(x,e)NZ #0 en > N(e). Entio hyp(Z) > s.

Demonstracao. Escolhamos € > 0 e p. satisfazendo as condigoes do teorema. Seja I' =
{B,(x;,€)}; uma cobertura para Z com todos n; > N para algum N > N(e). Iremos
assumir que By, (x;,¢) N Z # () para cada i. Entao

Q(Z, s, 1) = Zexp(—sni)
> C<€>_IZM5<Bn(x76))

> C(e)"'n(Z) > 0.

Entao, M(Z,s,e,N) > C(e) *u.(Z) > 0 para todo N > N(g). Portanto, m(Z, s, ) > 0
e hiop(Z,€) > s. Logo, o resultado segue. O

Proposicao 4.1 (Férmula de Katok para entropia métrica). . Sejam (X, d) um espago
métrico compacto, f: X — X uma aplicagao continua e p uma medida ergodica invari-
ante. Para ¢ > 0 e v € (0,1), denotamos por N*(v,e,n) a menor cardinalidade dos
conjuntos que (n,€)-geram um conjunto com p-medida maior que 1 —~. Temos

1 1
h, = lim limsup — log N*(v,¢,n) = lim lim inf — log N*(v,¢,n).
n

e—=0 5500 e—=0 n—oo N
Resumidamente, nossa estratégia é a seguinte: Seja € > 0 arbitrario.

1. Tomemos duas medidas ergédicas pu, po com [ @duy # [ odps e hy, > hop(f) — €
para i =1,2.

2. Usamos a férmula de Katok para encontrar uma sequéncia Gy, de conjuntos (ny, 2¢)-
separados com n; — oo tal que #G =~ exp(nkhup(k)) esex € Gy, =ny f O p(k)-

3. Pelo método do lema 4.2, usamos a propriedade da especificacao para construir
pontos que acompanham pontos tomados de Gy, ..., Gy, ... respectivamente. O
conjunto de todos estes pontos é um fractal D C X (¢, f).

4. Construiremos uma medida adequada em D para uma aplicacao do Principio de
Distribuigao da Entropia. A ideia é a seguinte: Seja u = ﬁ erGk 0. Como Gy,
é um conjunto (ng, €)-separado, entao

1e(Bny(¢,€)) < #G" = exp{—nu(hiop(f) — )}

Definimos p com sendo o limite fraco® de medidas definidas de forma similar a .
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Capitulo 5

O conjunto irregular para aplicacoes
com especificacao possui pressao
topoldégica total

Dado um espago métrico compacto (X, d), uma aplicagao continua f : X — X e um
potencial continuo ¢ : X — R, relembremos que o conjunto irregular para ¢ é definido
por

1 n—1
X — T - i < :
X(p, f) = {x €eX: nh_}rgo - ;gp(f (x)) nao existe } .
1=
O conjunto irregular aparece naturalmente no contexto da andlise multifractal, onde
podemos decompor o espago X na uniao disjunta

X =JX(e,)uX(p, f),

a€eR

onde X (p, ) é o conjunto de pontos para o qual a média de Birkhoff de ¢ é igual a «.

Resultado principal.Se f é expansora, entao X (¢, f) possui pressao topoldgica
(portanto, entropia topoldgica) total ou é vazio.

Observacao 5.1. Utilizaremos h,, ao invés de h,(f).

5.1 Resultados

Enunciaremos o teorema principal do qual decorre, como corolério, o resultado prin-
cipal desta dissertagao e introduziremos as técnicas chaves usadas na demonstracao.

Teorema 5.1. Seja (X, d) um espago métrico compacto e f : X — X uma aplicagdo
continua com a propriedade da especificacdo. Assumindo que ¢ € C(X) satisfaz

infuenr,x) [ wdp < Supuenr,x) [ wdp. Entdo Py, n() = PE*(¢) para todo ¢ €
C(X).
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Observemos que o lema 2.3 nos dd uma outra interpretacao para a afirmacao
inf e, x) [ odp < sup,enr,x) [ pdp. Consideraremos a outra afirmagao, porque é mais

natural para a demonstracao que daremos. Se nossa afirmacao falhar, entao X (o, f) = 0.
De fato, provaremos uma versao levemente mais forte do teorema.

Teorema 5.2. Seja (X,d) um espago métrico compacto, f : X — X uma aplicagio
continua e seja X' C X um conjunto de Borel f-invariante. Assumimos que f satisfaz
a propriedade da especificagio em X'. Assumimos ainda que ¢ € C(X) satisfaz

inf /gpdu < sup /god,u.
HEM¢(X') peEM (X'

Entao para todo i € C(X),
PX(go,f)(d)) > sup {h“ + /wdu e Mf(X’)}_

Se sup {hy + [Wdp: p € My(X')} = Pgessie(y), entdo temos Piopy(¥) = Passic(y))

Corolario 5.1. No teorema acima, assumindo apenas que f € continua e expansora,
entdo temos a mesma conclusao.

Se caso M (X") for denso em My(X), precisaremos assumir somente que

inf /god/,b <  sup /(pdp.
neMy(X) peMp(X)

Proposicao 5.1 (Principio de Distribuigdo da Pressao). Seja f : X — X uma trans-
formacgao continua. Seja Z C X um conjunto de Borel arbitrdrio. Suponha que exista
uma constante s > 0 tal que, para € > 0 suficientemente pequeno, podemos encontrar
uma medida de probabilidade boreliana ., um inteiro N(g) e uma constante K () sat-
isfazendo pi(Z) > 0 e p(By(z,e)) < K()exp {—ns + S U(fi(z))}, para toda bola
B, (z,¢) tal que B, (z,e)NZ #0 en > N(e). Entao, Pz(¢) > s.

Proposicao 5.2 (Generalizacao do principio de Distribui¢ao da Pressao). Seja f : X —
X uma transformacdao continua. Seja Z C X um conjunto de Borel arbitrdrio. Suponha
que existam € > 0 e s > 0 tal que possamos encontrar uma sequéncia de medidas de
probabilidade boreliana y, uma constante k > 0 e um inteiro N satisfazendo

k—o0

lim sup px (B (2, €)) < K exp{—ns + 2_:1/1(,]”(@)}

para toda bola B,(x,¢) tal que B,(x,e)NZ # 0 en > N. Além disso, assumiremos que
o limite inferior v da sequéncia py, satisfaz v(Z) > 0. Entao, Pz(¢,€) > s.

Demonstragao. Escolhamos € > 0 e v satisfazendo as condigoes do teorema. Seja i
denotando uma subsequéncia de medidas que converge para v. Seja I' = {B,,(z;,¢)};
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cobrindo Z com todo n; > N’ para algum N’ > N. Podemos assumir que B, (z;,£)NZ #
() para todo i. Entao

n;—1
Q(Z,s,1,¢) = ZeXp{—snz . Zw (f*(y) }

yEBn

> Zexp{—8n¢+i¢(fk(wi))}
> K~ thsup,uk(Bn(xi,e))

k—oo

> K~ thmf,uk (Bn(z4,€))

J]—00

> K- Z W(z5,6)) > K~ 'w(Z) > 0.

Nossa conclusao, na ultima linha, se justifica porque para todo conjunto aberto U, se
v converge para v na topologia fraca®, entdo liminfy . vx(U) > v(U). Concluimos
que M(Z,s,e,N',v) > K~'v(Z) > 0 para todo N’ > N. Assim, m(Z,s,&,1) > 0 e
Py, ) > s. O

O seguinte resultado generaliza a férmula de Katok para entropia métrica. Em [Men],
Mendoza dar uma prova baseada na ideia da prova de Misiurewicz do principio varia-
cional. Embora ele situe o resultado sobre a afirmacgao que f é um homeomorfismo, sua
prova vale para f continua.

Proposicao 5.3. Seja (X,d) um espago métrico compacto, f : X — X wuma aplicagdo
continua e p uma medida invariante ergddica. Para ¢ > 0, v € (0,1) e ¢ € C(X),

definimos
N* (), v,e,n) = inf {Z exp <Z ¢(fZ(x))) } ,

zes

onde o infimo é tomado sobre todos conjuntos S que (n,e)-geram algum conjunto Z com
w(Z) > 1—~. Temos

1
+ /wd,u = lim lim inf — log N* (¢, 7y, €, n).
e—=0 n—oo N

A formula também vale se substituirmos o liminf por lim sup.

Comecaremos agora a prova do teorema 5.2. Para fim de esclarecimentos, achamos ser
conveniente dar a prova sobre umas certas hipoteses adicionais, que explicaremos depois
como retirar.

Teorema 5.3. Suponha assumida as hipéteses do teorema 5.2 e fizado ¢ € C(X). Seja

C = sup{hu—i-/wdu IR Mf(X’)}.

Suponhamos ainda que PL*%()) € finita e que para todo v > 0, existem medidas
ergodicas puy, pio € Mp(X') que satisfazem
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1. hy, + [dp; > C =, parai = 1,2,

2. f@dﬁbl # f%ﬁdlh-
Entao, PX(%f)(iﬁ) > C. Se C = Pgesie(y), por exemplo, quando X' = X, entio
Py () = Py,

A hipétese de que PL5¥(q)) ¢ finita é facil de ser removida e é incluida somente por
conveniéncia de notagdo. De um resultado de [PS1], damos uma breve prova de que as
hipoteses do teorema 5.1 implicam ‘as dos teorema 5.3. Explicaremos como modificar a
prova do teorema 5.3 para obter uma prova idéntica para o teorema 5.2.

Prova que as hipoteses de 5.1 implicam as hipoteses de 5.3. Seja p; ergddica satisfazendo
hu, + [dpy > C — /3, seja v € My(X) satisfazendo [ pdu; # [ @dv. Seja v/ =
tui+(1—t)r onde t € (0,1) é escolhido suficientemente préximo de 1 tal que h,/+ [ dv' >
C' —2v/3. Por [PS1], quando f possui a propriedade chamada de propriedade do g-quase
produto, que é mais fraca que a da especificacdo, podemos encontrar uma sequéncia de
medidas ergédicas v, € M;(X) tal que h,,, — h,» quando v,, — 1/ na topologia fraca*(isto
segue do teorema B de [EKW] onde f possui especificacao e a aplicacao u — h,, é semi-
continua superiormente). Além do mais, podemos escolher uma medida desta sequéncia,
que chamamos ps, a qual satisfaz hy, + [Ydus > C — v e [ pduy # [ odus. O

5.2 Prova do teorema 5.3

Seja v > 0 pequeno fixado. Tomemos as medidas p; e o dados em nossa hipdtese.
Escolhemos § > 0 suficientemente pequeno tal que

‘ / pdpy — / edps

Seja p : N — {1,2} dado por p(k) = (k+ 1)( mod 2) + 1. Escolhemos uma sequéncia
estritamente decrescente 0, — 0 com ¢; < 0 e uma sequéncia estritamente crescente
[, — oo tal que o conjunto

> 40.

1
Y, = {x c X' ‘ESnSO(x) - /del‘p(k)

< 0;, para todo n > lk} (5.1)

satisfaz ju k) (Yi) > 1 — y para cada k. Isto é claramente possivel pelo teorema ergédico
de Birkhoff.
O seguinte lema segue facilmente da proposicao 5.3.

Lema 5.1. Para todo € > 0 suficientemente pequeno, podemos encontrar uma Sequéncia
ng — 00 e uma colecao enumerdvel de conjuntos finitos G, Go, ... tal que cada Gy € um
conjunto (ny,4e)-separado para Yy e My := ) o €xp (Z?:ko_l (fiz)) satisfaz

My > exp(ng(C — 47v)).

Além disso, a sequéncia ny pode ser escolhido tal que ny > I, e ny > 2™, onde my =
m(e/2%) € o mesmo na definicdo da propriedade da especificacao.

49



Demonstracao. Pela proposicao 5.3, tomemos ¢ suficientemente pequeno tal que

1
lim inf — log N*i (¢, v,4e,n) > h,, + /wdui —v>C —2vyparai=1,2.
n

n—oo

Para A C X, relembramos que

n—1
Qn(A, ¢, e) = inf {Z exp {Z w(fk(x))) : G conjunto (n,e) — gerador para A} .

zeG k=0

zeG

n—1
P,(A 1, e) =sup {Z exp (Z w(fk(x))> : G conjunto (n,e) — separado para A} .
k=0
Como iy (Yy) > 1 — v para cada k, é imediato que

Qn(Ye, 10, 4e) > NF»® (1,7, 4¢,n).

Seja M (k,n) = P,(Yy,1¥,4e). Como Q,(A,¢,e) < P,(A,1,¢), para cada k obtemos

1 1
liminf — log M (k,n) > liminf — log N#»®) (1), v, 4e,n) > C — 27.

n—oo M n—oo M

Podemos agora escolher uma sequéncia n;, — oo satisfazendo a hipétese do lema tal

que

1
—log M (k,ng) > C — 3.
N

Agora para cada k, seja Gy, escolhido dos conjuntos (ny, 4¢)-separados para Yy que

satisfazem
1 'I’Lk—l . 1
n—klog{ E eXP(E ﬂ’(f@)} Zn—klogM(kank)_%

zeGy, =0

Seja My, ==Y . €Xp (Z?jal (fiz)), entao

1 1
—log My > —log M(k,ny) —v>C—4dy=
TN N
log M, > ngp(C —4y) =
My, > expng(C —4y).

[]

Escolhemos ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que Var(y,2e) < v e Var(p,2¢) < 0,
e fixemos todos o ingredientes provenientes do lemma 5.1.

Nossa estratégia é construir um determinado fractal D ¢ X (i, f), no qual poderemos
definir uma sequéncia de medidas adequadas para uma aplicacao da Generalizacao do
principio de distribuicao da pressao.
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5.2.1 Construcao de um fractal Moran D

Comegaremos pela construgao de duas familias intermediarias de conjuntos finitos. A
primeira familia, denotada por { Ry }ren, consiste de pontos que acompanham um nimero
muito grande Nj de pontos de Gi. A segunda familia, denotada por {Jj}ren, consiste
de pontos que acompanham pontos (tomados em ordem) de Ry, Ry, ..., Ry. Fazendo Ny
crescer para infinito muito rapidamente, o que percebe-se é que a média ergddica de um
ponto em J; é préoxima da média ergodica de seu ponto correspondente em Rj.

Construgao dos conjuntos intermedidrios { Ry }ren

Escolhamos uma sequéncia N, que cresce para oo suficientemente rapido tal que

k—o00 Nk k—00 Nk+1

N1 + Mg

—0. (5.2)

Enumeraremos os pontos dos conjuntos G provenientes do lema 5.1 e escrevemos cada

G, como segue
Gr={aF:i=1,2 ., #G}.

Escolhemos um k e o fixemos, e consideremos o conjunto de palavras de comprimento
Ny com entradas em {1,2,...,#Gy}. Cada palavra i = (i1, ..., iy, ) representa um ponto
em G,]CV’C. Usando a propriedade da especificagao, podemos escolher um ponto y :=
y(i1, ..., 1N, ) que satisfaz
k  pak €
dnk (xz’jv “ (y)) < ?
para todo j € {1, ..., Ni.}, onde af = (j — 1)(ng + my). Em outras palavras, y sombreia
ordenadamente cada um dos pontos :Uf‘] durante um tempo ny e depois da um “pulo” de
tamanho my,. Definimos

Rk = {y(ll, ...,’iNk> e X: (il, ...,’iNk) I~ {1,,#Gk}Nk}

Seja ¢, = Nyng + (N, — 1)my. Entdo ¢ é a quantidade de tempo para que a 6rbita
dos pontos em G, seja prescrita. Temos como corolario do lema abaixo, que sequéncias
distintas 7y, ...,7y,, geram pontos distintos em Rj. Entao a cardinalidade de Ry, que
iremos denotar por # Ry, € igual a #Giv’“.

Lema 5.2. Sejam i e j palavras distintas em {1,2, ..., #G . Entdo v, := y(i) e
Yo = y(j) sdo pontos (cx, 3¢)-separados (isto €, d., (y1,y2) > 3¢).

Demonstragdo. Seja i # j, entao existe [, tal que i # j;. Temos, pela defini¢ao de R,

ak g
dy, (5, 1 (11)) < of

ak 9
e du (o ) < o

e como Gy, é (ny, 4e)-separado, temos
dp, (28, (%) > 4e.

1w\

o1



Combinando essas desigualdades, e observando que Nj > [, temos

dop(1,92) > due (F™ (1), F% (92)) > oy (FF (1), £ (1))

> dnk (xfﬂ Ifl) + dnk (‘TZ? faf (yl)) - dnk (I;?la .]m;C (y2>>

> dnk (xfﬂ xi) - dnk (xfl? faéC (yl)) - dnk (Ié‘gp faf (y2>)
£ g

> 4e— - — — = 3e.

2 2

Construgao dos conjuntos intermedidrios {J;}ren

Usaremos a propriedade da especificacao para construir pontos cujas orbitas som-
breiam pontos (tomados em ordem) de Ri, Rs,..., R. Formalmente, o que faremos é
definir J; indutivamente. Seja J; = R;. Construiremos Ji.; de Ji. Seja z € Ji e
y € Rpiq. Sejat; = ¢ ety = tr + miy1 + cxy1- Usando a especificagao, podemos
encontrar um ponto z := z(z,y) que satisfaz

0 (.2) < sy © doy (0, £ (2) < oo
ou seja, z = z(x,y) sombreia o ponto = durante um tempo t, depois ele dd um “pulo”
my,1 € entao comeca a sombrear y durante um tempo cii1. Grosseiramente falando,
estamos “colando” um pedaco da orbita de x com um pedaco da orbita de y.

Definamos Jy41 = {z(x,y) : € Jg,y € Ry41}. Note que ), é a quantidade de tempo
necessario para que a orbita de pontos em J, possa ser prescrita, uma vez que pontos
construidos desta forma sao distintos (isso é uma consequéncia do lema a seguir). Assim,
temos

H#J, = #Ry - ...  #Ry, = #GV - L H#HG
Este fato segue diretamente do seguinte lema.

Lema 5.3. Para todo x € J, e y1,ys € Ry11, com yy # ys temos

3
Q_k € dtk+1<z(x7yl)7z($ay2)) > 2e.

Entao, Jy um conjunto (tx.1,2¢e)-separado. Em particular, se z,z' € Ji, entdo
€ _ €

s 2_k) N Btk(Z/, %) = @
Demonstracao. Seja p := z(x,y1) e q := z(x,y2). A primeira desigualdade é trivial pela
nossa construgao pois, dy, (,2;) < mFr para i = 1,2, entao pela desigualdade triangular,
dtk<21,22) < 2;6% + Qk% = 2%

Da mesma forma que fizemos no lema 5.2, obtemos a segunda desigualdade como
segue:

dtk(z(‘ra?ﬁ)?z(l‘:y?)) <

Btk (Z

Ay (@) > deyy, (fT (p), fETE41(q))
> dey,, (Y1y2) + deyyy (Y1, fETU(D)) = deyy (Y2, fETE1(q))
> depy, (Y1, Y2) — deyy, (yr, [T (D)) = deyy, (y2, f5T54(q))
> 3¢ — c_E = 2¢.
22
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A terceira afirmagao é consequéncia direta da segunda, pois por Ji ser (i, 2¢)-separado,
entdo para 2,2’ € Jj, temos dy, (2, 2') > 2¢, em particular d;, (2, 2") > &/2". ]

Defini¢ao 5.1. Dizemos que z € Jy,1 descende de x € Jy se z = z(x,y) para algum
Y € Ryq1.

Lema 5.4. Se z € Jy1 descende de x € Ji, entao

_ g _ g
Btk+1 (zv ?) C Btk ([B, %)

£

Demonstragio. Seja 2z’ € By, (2, %

). Entao, usando a desigualdade triangular,

dtk(zl7x) < dtk (Z,7 Z) + dtk (Z>J:) < dtk+1 (2,7 Z) + dtk (Z>$)
15 15 15 15 e

oF o S TR T

IA

]

Construcao de um fractal de Moran D e uma sequéncia especial
de medidas py

Seja Dy, = Ugey, By, (, zi=t). Pelolema 5.4, Dy C Dy. Assim, temos uma sequéncia
decrescente de conjuntos compactos, entdo a interseccao D = (), Dy nao-vazia. Além
do mais, cada ponto p € D pode ser representado unicamente por uma sequéencia
p = (p,:P, Py, ) onde cada p. = (P}, .-, P,) € {1,2,....,#G;}". Cada ponto em J;
pode ser unicamente representado por uma palavra finita (p e Bk).

Introduziremos algumas notacoes que nos serao 1teis. Sejam y(pi) € R; como definido na
secao 5.2.1. Seja 21(p) = y(p,) e procedendo indutivamente, seja_ziﬂ(]_)) = z(2(p), y(}_oiﬂ)) €
Ji+1 definido como em 5.2.1. Podemos escrever z;(p) como z(p,, ...,p,). Entdo, definimos

p por
9

2i—1

p=()Bulzp),

i€N

).

E claro, pela nossa construcao, que podemos representar unicamente cada ponto de D
desta maneira.

Lema 5.5. Dado z = (gl,...,gk) € Ji, temos para todo i € {1,...,k} e para todo |l €
{1,..., N;}, ‘
dm(gg;%7 fti—1+mi—1+(l—1)(mi+ni)(Z)) < 9.

Demonstracao. Fixamos i € {1,....,k} el € {1,...,N;}. Param € {1,....k — 1}, seja
Zm = 2(131, ...,]_)m) € Jm. Sejaa=1t;_1+m;_1eb=(l—1)(m; +n;). Entao

o (1, F7(2)) < (2, L@ D) + o (PR, S (20)) + oy (20, 17(2)).

Pela nossa construcao
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Também, pela construcao, temos

3

3£ )0 S (20) < de (R, F(2)) < gy

Temos,

o, (F0(2), F0(2)) < e (21,(2) < de, (20, 204) + +dt1(zk_1,2)

9i+1 + 9i+1 ot ?

Combinando as desigualdades, obtemos d,,, (f**(2),z ) <k 3 + 37T < 2¢, como
queriamos. ]

Agora definiremos medidas em D que produzem as estimativas requeridas para a
aplicagao do Principio de distribuicao da pressao. Para cada z € Jj, associamos um
nimero L(z) € (0,00). Usando esses numeros como referéncia definimos, para cada k,
uma medida atomica centrada em .Ji. Mais precisamente, se z = Z(El, ...,]_Dk), definimos

Li(z) == L(p,) - .- L(p,)-

onde, se p. = (pi,...,py,) € {1,...,#Gi}"i, entao

N;
=1

Definimos

V - — Z 52Lk(2)

z€Jy

Normalizamos v para obter uma sequéncia de medidas de probabilidades puy;. Mais
precisamente, sejam fi 1= éuk, onde Ky é a constante normalizante definida por:

kri= Y Li(2)

e Jy,

Lema 5.6. Vale a relagao: ky = ]\/[N1 . M,iv’“

Demonstracao. Notemos que

N;
Z L(Bi) = Z H exp Sniqﬁ(a:;%)
p,e{L,. . #G N p,E{L,.. #G Vi 1=1
= Z exp Sniw(:v;i) ..o exXp S”"w(x;?vi)
BiG{l,...,#Gi}Ni
#Gy
= ZexpSnl@/)x - Zexps (x )
pi=1 _

= MN

)
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Pela definicao e sendo que cada z € J; corresponde a uma tnica sequéncia @ [ gk),
temos:

k=3 Li(zx)= > Liz) = > Llp)...Llp)

z€Jy (Bl""7gk)ejk (Bl""’gk)eJk

I
(]

816{17-~,#G1}N1

+
(]

L(p,) - (L(p,)--L(p,)) + -
Py E{L . # G2} V2

+
(]

L(p,) - (L(p,)---L(p,_,))
P E{1, # G }VE

|
(]

> L(p,)-.. L(p,)

p {1 #G T p o e{l # G}

= > L) o X L)

£1€{17“'7#G1}N1 Bk6{17"'7#Gk}Nk

= MMM
Entao, segue o resultado. O

Lema 5.7. Suponha que a medida v € limite da sequéncia de medidas de probabilidade
fi. Entao, v(D) = 1.

Demonstragao. Suponha valida a hipétese, entao v = limy_, 4, para algum I — oo.
Para um dado [ fixado e todo p > 0, tém-se p4,(D;) = 1, pois puyp(Diyp) = 1 €
Dy, € D;. Além disso, v(D;) > limsup, . u, (D)) = 1. Dai segue que v(D) =
liml_wo V(Dl) =1. ]

De fato, a sequéncia puy converge. Porém, para o uso da Generalizacao do principio
de distribuicao da pressao, nao precisaremos usar este fato e por isso omitiremos a prova.
Para uma demonstracao detalhada, veja [TV2].

Verificaremos agora que D C X (¢, f).

Lema 5.8. Para cada p € D, a sequéncia i Zf’;gl o(fi(p)) € divergente.

Demonstracao. Escolhamos um ponto p € D. Usando a notacao de 5.2.1, seja y;, := y(]_ak)
e 2 = zx(p). Primeiro mostraremos que

— 0. (5.3)

1
‘—SCkso(yk) - / od (k)
Ck,

E facil ver que Var(p,c) — 0 quando ¢ — 0, pois ¢ é continua. Usaremos este fato e os

seguintes limites

ng N, me (N — 1
tim PN gy e — )
k—oo  Cp k—o00 Ck

—0. (5.4)

%)



Esse limites seguem da afirmacao que ng > 2™+, De fato:

. NN}, ! N N,
1m = 1m
k—oco  Cp k—oo ng N, + (Nk — 1)mk
1
= lim NI — 1
k—o0 (]_ + (N — )mknka)
Pois, como n; > 2™k, entao
(Ng — 1)my, _ M 0 M o
Ning N Nimy, '
Da mesma forma,
N._ N, —1
lim —mk( k1) = lim (N )
k—o0 Ck k—oo Npny + (Nk - 1)m
1
= lim ~ — 0.
koo 1+ (Nk k?)kmk /l o0
Seja a; = (j — 1)(ng + my). Podemos escrever
Ning+(Ng—1)mg—1 ng—1 ng+(mi—1) . ng—14+ng+my .
S e = Y e+ S e(Fe+ S elfiwm)
1=0 =0 1=n 1=ng+mpg
np+my—14(ng+my) ng—1+2(ng+mg) 4
+ > o))+ D e w)
i=ng+(ng+my) i=2(ng+my,)
ng+mg—14+2(ng+my) ‘ Ning+(Ng—1)mg—1 ‘
+ > o(f () + - + > o (f (y))
z:nk—f—Q(nk—i—mk) i:(Nk—l)(nk+mk)
N, ng+(mg—1) '
= D Suelf® > elfi )
j=1 i=ny,
ng+my—14+(ng+my) ‘ ng+my—14+2(ng+my) A
+ > o(f*(yr)) + > o(f*(yr))
i=ng+(ng+my) i=ng+2(nk+mg)
ng+mp—14+(Ng—1) (ng+my) '
+ o+ > o (f (yr)

Logo,

i=ng+(Np—1) (np+myg)

ZSW

(yk) + G-

9] < mi(Nie = 1)l
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Portanto,

Nknk+(Nkfl)mkfl

< > o(f'(yr)) — cn / plfip)

1=0

Ser0(Yr) — i / od (k)

IN

+ mi(Ne = Dl

Ny,
> S (f9yx) — / ©dipr)
j=1

IA

Ny, Ny, Ny,
D S (fUy) = D> Supsp(ah) + > Snp(al)
= p

Jj=1

-, / diiy + mi(Ne — Dl

Ny

D

j=1
Ny

p3

=1

< mpNp(Var(e,e/28) 4+ 61) + mp(N, — 1) (||l + /Wdﬂp(k))'

IA

SuPlF ) = Sup(@h)| + ma(Ni = Dl

Snpp(xy,) — 1 / @dptpry |+ mp(N — 1) / ©dfip(r)

Note que usamos o fato que d,, (xfj, fey) < €/2% na dltima linha. O afirmado em
5.3 segue disto e da relagaos.4.
Seja p' = flr=%(p) e 2, = f*(z;). Usando dy, (p, zx) < €/2F71, temos

dck (p/a yk‘) < dck (pla lec) + dck (Z];, yk)
< g/ e/2F <g/28 2

Usando isto e a relagaob.3, obtemos

< Var(p,e/2872). (5.5)

1
‘—5%90(19’) - / it pr)
Ck.

Como ingrediente final, é necessario mostrar que

1

1 /
Esw(p) — —8¢,0(p")

0. 5.6
- - (5:6)

Da afirmacao em 5.2, podemos verificar que ¢;/ty — 1. Desta forma, para v > 0
arbitrario e k suficientemente grande, temos |cx/tx — 1| < 7. Logo

1 1 1 1 Ck
L6~ 50| = | En-ast) — 2ot (2 -1)
k Ck k Ck, tk:
tk — Ck 1
< el + Y—Se, ()
k Ck
< 2ylell-
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Como ~ arbitrario, verificamos 5.6. Usando 5.5 e 5.6, segue que

— 0.

1
'a&m(p) - / od k)

]

Seguindo a ordem, para provar o teorema 5.3, daremos uma sequéncia de lemas que
nos permitem aplicar a generalizacao do Principio da Distribuicao de Pressao. Seja
B := B,(q,¢/2) uma bola arbitrdria que intersecta D. Seja k o tinico numero que
satisfaz t, < n < tx11. Seja j € {0,..., Ny.1 — 1} o tinico ntimero tal que

te + (M +mpg1)d <n <tp + (M1 +meyn) (G +1).
Assumimos que j > 1 e o caso j = 0 segue de maneira andloga.

Lema 5.9. Suponha pp1(B) > 0, entdo exite (uma tnica escolha para) x € Jy e
i1,...9; € {1,...,#Gy1} satisfazendo

J
Vk+1(B) < L(x) Hexp Snkﬂz/J(xle)M,ﬁ“fl_j.
=1

Demonstragao. Se py.1(B) > 0, entdo Jyy 1 N B # (0. Seja z = 2(x,y) € Jry1 N B onde
e JJyey=y(ir,...,in+1) € Rer1. Seja

Am;il,...,ij = {Z(% y(lh ce ,lNk+1)) € Jpp1:lh =1y, ,lj = Zg}

Suponha que z(z',y(l)) € B. Sendo Ji (t,2¢c)-separado e n > ty,x = 2’. Para l €
{1,2,...,7}, temos

., (foHE D0t m) () ity < 2e.

N1 1

Sendo xZH € Gry1, entao z € Ay, .4, Portanto,

v (B) < Z L(z) = L(x) Z L(]_?k-',-l)

. k4+1__ . k+1__
i Py P =i Pl T =
J Nit1 #Gryr

= L(ZE) H exp Snk+1¢(xfl+1) H Z exp S”’H-lw(‘xfp—i_l)7

1=1 p=j+1 I,=1
seguindo assim, o nosso resultado. O
Lema 5.10. Seja x € Ji, e i1,--- ,1; como antes. Entao
J k

L(x) [ [ exp Snpy (i) < exp(Sut(q) + 2nVar (v, 2¢) + [0[|(Y Nomi + jmgsr)).

=1 i=1
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Demonstracao. Escrevendo x = a:(]_yl, e ’Ek)' O lema 5.5 nos fornece que

dni(ftifl+mi71+(l*1)(mi+ni)x, $;;) < ¢

para todo i € {1,...,k} etodol € {1,...,N;} e, dai, segue que

k
L(z) < exp{Si, ¢(z) + teVar(,2e) + Y _ [[¢]| Nim;}.

=1

Da mesma forma

[T exp (Sust(@h™) < exp (Sue,(2) + (0 = t)Var(, o) + [0 lljme )
=1

Obtemos o resultado dessas duas desigualdades e que d,(z,q) < 2¢ e dy, (x,q) < 2e¢. O

A prova do lema a seguir é semelhante a do lema 5.9.

Lema 5.11. Para todo p > 1, suponha pu4,(B) > 0. Sejax € Ji, e iy,...,i; como antes.
Entao cada z € Jyypy N B “descende” de algum ponto de A, ;.. Temos

77777 J

J
Niv1—3 3 s N Ni+p
Vip(B) < L(z) Hexp (S"kﬂw(%ZH)Mk:fl JManZ e Mkf; > '
1=1

Lema 5.12. Vale a relacao

kM i=1

k
Mk-i-P(B) S 1j €xXp (S’nw(q) + 2nVar(¢, 25) + ||¢H(Z Nlml +jmk+1)> .

Demonstrag¢ao. Usando o lema 5.10, segue pelo lema 5.11 que

k
Nyy1—j N, ,
Virn(B) < Mkﬁrl 7o Mkf;p exp (Snw(q) + 2nVar(y,2e) + \WH(Z Nym; + jmkﬂ)) )
i=1
Sendo ftj1p = #ykﬂg € Kitp = /kogfl“ o M,?jf;p. o resultado segue. O
p

Lema 5.13. Para n suficientemente grande, ﬁkMg_’_l < exp((C = 5v)n).

Demonstracao. Recordando que pela construgao, My, < exp((C' — 4v)ny). Temos

J
I{kMk+1

(AVARVS

MM MYM

exp{(C' — 4v)(Niny + Nong + ... + Ngng + jn, 1)}

exp{(C — 57)(N1(n1 + mq1) + No(ng + ma) + ... + Ni(ng +my) + j(ngs1 + mes1))}
exp{(C — 59)(t + 1 + (s + i)} > exp{(C — 57)n}.
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Lema 5.14. Para n suficientemente grande, vale a rela¢ao

limsup (B, (0. 5)) < exp (—n(c —War(h,2) — 67) + Y w(fiq)> -
—00 1=0

Demonstracao. Pelos lemas 5.12 e 5.13, para n suficientemente grande e algum p > 1,

1 k
:uk-i-p(B) < j exXp {Snw(Q) + 2”‘/@7"(1% 25) + qu”(z Nlmz + jmk+1)}
KeVig i=1
< — L exp {Suble) + n(2Var(p, 2) + 1)}
Ky q

< exp{—n(C — 6y —2Var(y, 2¢)) + Spuv(q) }-
A justificativa da terceira linha é valida porque ny é muito maior que my. O

Aplicando a Generalizacao do Principio da Distribuicao de Pressao, temos
Pp(¢,e) > C —2Var(y,2e) — 6.

Relembramos que ¢ foi escolhido suficientemente pequeno tal que Var(y,2e) < 7.
Dai, segue que
Piopy(W:€) = Pp(¥,€) = C' = 8.

Sendo v e ¢ arbitrarios, a prova do teorema 5.3 esta completa.

5.2.2 Modificacao da construcao para obter o teorema 5.2

Dado v > 0 pequeno fixado. Seja p11 ergddica e satisfazendo hy,, + [¢du > C —v/2.
Seja v € M$(X') satisfazendo [ @duy # [ wdv. Seja pg = tipy + tov onde t + 15 = 1
e t; € (0,1) escolhido suficientemente préximo de 1, tal que h,, + [ pdus > C — 7.
Escolhamos 0 > 0 suficientemente pequeno tal

‘ / pdpy — / edpy

Escolhamos uma sequéncia estritamente decrescente 9, — 0 com 6, < §. Para k impar,
procederemos como antes, escolhendo uma sequéncia estritamente crescente I, — oo tal
que o conjunto

> 9.

1
Y, = {m e X' 'ESngo(x) — /gpd,ul

< 0, para todon > lk}

satisfazendo 1 (Y)) > 1—7 para cada k. Para k par, definimos Y}, ; := Y;_; e encontramos
Lj > lx_1 tal que cada um dos conjuntos

lSnso(fc} - / pdv

Yio = {a: e X
n

< 0 para todon > lk}
satisfazendo v(Yy2) > 1 — . A prova do lema a seguir é semelhante do lema 5.1.
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Lema 5.15. Para cada € > 0 e k par, podemos encontrar uma sequéncia ny — oo tal
que [t;ny] > U, para i = 1,2 e conjuntos G, tal que G', € um conjunto ([t;ny], 4€)-separado

para Yi; com M} = Zl‘EGi exp <Z?§81 @/}(fix)) satisfazendo
M} 2 expl(tinl(h + [ v~ 49) €

M} 2 explftaiel(hy + [ v = 17),

Além disso, a sequéncia 7y, pode ser escolhido tal que fy, > 2™ onde my, = m(e/2¥) como
na definicdo de especificacao.

Usaremos agora a propriedade da especificacao para definir o conjunto GG, como segue.

Para i = 1,2, seja y; € G e defina x = z(y, y2) escolhido de pontos que satisfazem

€ n m €
d[tmk](yl,i) < ok € d[tzﬁk}(y%f[tl W kﬂ?) < ok

Seja G, o conjunto de todos os pontos construidos desta forma. Seja n, = [ti7x] +
[tang] + my. Entao ng é a quantidade de tempo para que a 6rbita de pontos em Gy,
possa ser determinado e temos ng/n; — 1. Notemos que Gy, é (ng, 4¢)-separado tal que
#Gy = #GL#G2. Seja My, = M!M?. Dada nossa nova construgao de Gy, o resto de
nossa construcao segue sem alteragdo nenhuma.

5.2.3 Modificagcao da prova

Para cada x € Gy,

+ mif| o]

Sppp(w) — ny, / wdpis

< ]s[tlﬁm@ ~ i) [ o

- ‘S[tm]@(f[“ﬁ’“”mkx) — [to7g] / pdv

Da segue que n—1k|Gnkg0(x) — [ @dus| — 0. Esta observagao, nos permite modificar a prova

do lema 5.8 e assegura que nossa construgao ainda serve para os pontos em X (¢, f).
Temos para ny suficientemente grande,

M, > exp <[tm,€](h”1 + /wdﬂl — 45) + [tang] (hy, + /z/;du - 47))
> exp <(1 — )t (P, + / bdpy) + ta(hy, + / Wdv) —4v>>

> exp(l =1 Palh, + [ i —49) 2 exp(1 =P (C - 57).

Como 7 foi arbitrario, esta observacao nos permite modificar as estimativas no lema 5.13
para estender esta construcao mais geral.
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Capitulo 6

Conjunto irregular para os expoente
de Lyapunov

Para ilustrar a defini¢ao de expoentes de Lyapunov. Seja X = [0, 1]. Suponha que f é
uma funcao diferenciavel. Para |z — y| ~ 0 escolhamos um n suficientemente grande, mas
nao muito grande(a razao pela qual n nao deve ser muito grande é que se nds deixarmos
n — oo entdo f"(z) e f"(y) podem aproximar-se para algum n grande, ja que X é um
conjunto limitado). Queremos descrever o valor de | f™(z) — f"(y)|.

Temos:

[f(x) = fW)l = [ ()] x [z =yl

n—1

[T @)

X |z —y].

[f" (@) = ") =

=0

Desenvolvendo o lado direito usando a regra da cadeia e depois extraindo a raiz quadrada
de ambos os lados, temos:

n—1 n

117

1=0

1

(1" (@) = /")) =

X ]x—yﬁ.

Tomando o logaritmo e usando suas propriedades, temos

%bg 1fM () = f"(y)| = % (Z log | f'(f'(x))] + log |z — yl) :

fazendo n — oo e assumindo que o lado direito possui um limite, tem-se

lim -3 o | £(7(2))| = Ax).

n—0o0

que ¢é o expoente de Lyapunov em .
Para n suficientemente grande, temos

/" (2) = [ (y)] = exp™),
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e o termo do lado direito é a taxa média de afastamento(aproximagao) das drbitas de x e
y. Grosseiramente falando, o expoente de Lyapunov aqui mede a taxa de “sensibilidade”
das condigoes iniciais.

Se 1 é¢ uma medida f-invariante ergddica, erlltao o lado direito converge para fol log | f'|dp
pelo teorema ergddico de Birkhoff. Logo, fo log | f'|du é o expoente de Lyapunov para f.

O que podemos analisar neste fato é que os conjuntos irregulares da média de Birkhoff
acima e para os expoente de Lyapunov em dimensao 1 coincidem. Entao o que podemos
concluir que tudo que fizemos no capitulo anterior vale para o conjunto irregular para os
expoentes de Lyapunov em dimensao 1, ou seja, a pressao topoldgica deste conjunto é
total, caso ele nao seja vazio(é claro que estamos considerando todas hipdteses do nosso
resultado). Seria entdo, natural perguntar se isso também acontece no caso geral para
X espago métrico compacto qualquer. Em outras palavras, o conjunto irregular para os
expoentes de Lyapunov em dimensao qualquer, possui pressao topolégica total quando
nao é vazio? E uma perguntar que ainda nao possui uma resposta mas, talvez, as técnicas
aqui usadas nao sao possiveis de serem adaptadas para este caso.
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Capitulo 7

Apeéendice

7.1 Construcao de Carathéodory geral

A construgao Carathéodory classica em teoria da medida geral foi originalmente dada
por Carathéodory em [C]. Esta foi designada para produzir uma familia de a-medidas
em um espago métrico X dada por

m(Z,a,n) —hmmf{z

e—=0 §
U;€§
onde o infimo é tomado sobre todas as coberturas finitas ou enumeraveis § = {U;} de Z
por conjunto abertos U; com diamU; < e. Aqui n é uma fun¢ao em conjuntos positiva.
Introduziremos uma construcao que é uma generalizacao da construcao de Carathéodory
classica e foi elaborada por Pesin [P2] para produzir outros conceitos de dimensao.

7.1.1 Dimensao de Carathéodory de conjuntos

Seja X um conjunto e F uma colecao de subconjuntos de X. Assuma que exista duas
funcoes conjuntos n, v : F — RT satisfazendo as seguintes condicoes:
(Al). o€ F;nd)=0ey(D)=0;nU)>0e(U)>0paratodo U € F, U # 0

(A2). para todo § > 0 existe um ¢ > 0 tal que n(U) < ¢ para todo U € F, com
b(U) <&

(A3). para todo € > 0 existe uma subcolecdo finita ou enumerdvel § C F que cobre

X e(9) :=sup{y(U) : U € G} <e.

Seja £ : F — RT uma funcao conjunto. Dizemos que a colecao de subconjuntos F e as
fungoes conjuntos &, 7,1 satisfazendo as condicoes A1, A2 e A3 introduzem a estrutura
da dimensdo de Carathéodory ou C — estrutura T em X e escrevemos 7 = (F,£,n,v).

Exemplo 7.1. Definimos a C-estrutura no espaco Fuclidiano R como seque. Seja F a
colegcio de conjuntos abertos, E(U) = 1, n(U) = diamU = (U) para U € F. A colecao
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de subconjuntos F e as funcoes conjunto &,n, satisfazem as condicoes Al, A2 e A3,
portanto introduzem a C-estrutura 7 = (F,£,n,¢) em X.

Considere um conjunto X dotado de uma C-estrutura 7 = (F,£,7n,1). Dado um
conjunto Z C X e nimeros a € R, € > 0. definimos

Mc(Z,a,8) =mf{y_ U)n(U)"},

Ueg

onde o infimo é tomado sob todas subcolecoes finitas ou enumeraveis § C F' que cobrem
Z com 9(G) < e. Pela condi¢ao A3 a fungdo Mo (Z, a,¢) estd bem definida. Ela nao
decresce quando e decresce. Portanto, existe o limite.

me(Z, ) = lim Mo (Z, a, ). (7.1)

e—0
Estudaremos a fungao me(Z, a).

Proposicao 7.1. Para todo o € R, a fungdo conjunto me(-,«) satisfaz as sequintes
propriedades:

1. me(0,a) =0 para a > 0;
2. me(Zy,a) <me(Zy, ) se Zy C Zy C X,
8. me(UizoZi, ) <3 isome(Zi,a), onde Z; C X, i=0,1,2,...

Demonstracao. As duas primeiras afirmagoes seguem diretamente da definigdo. Iremos
provar a terceira. Dados 6 > 0, € > 0, e ¢ > 0 podemos tomar um ¢;, 0 < ¢; < € e uma
cobertura §,{U;; € F,j > 0} do conjunto Z;, com (G;) < ¢;, tal que

me(Z;, ) — Zg(Uij)n(UZ‘j>a < 0

=2
i20

A colecao G de conjuntos {Uij,z' >0,j > 0} cobre Z = U;>0Z; e satisfaz 1(G) < e. Agora
temos que

Ma(Z,0,6) <> &Uin(Usy)* < 26+ Y me(Zi, ).
Ui

i>0
Como ¢ e ¢ foram escolhidos arbitrariamente pequenos, temos o resultado desejado. [

Iremos descrever agora uma propriedade fundamental da fungdo m¢c(Z,-), para um
conjunto Z fixado.

Proposicao 7.2. Eriste um valor critico ac, —o00 < ac < +00 tal que me(Z, ) = 00
para o < ac e mo(Z,a) =0 para o > ac.

Demonstragao. Segue de A2, que se oo > mg(Z,a) > 0 para algum o € R, entao
me(Z, 8) = 0 para todo 8 > a e se mg(Z, a) = 0o para algum « € R, entao me(Z, f) =
oo para todo 8 < «. Isto prova o resultado desejado. O
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Observacao 7.1. ma(Z, ac) pode ser 0,00 ou um nimero positivo finito.

Definimos a dimensao de Carathéodory do conjunto Z € X por
dimeZ = ac = inf{a : me(Z,a) = 0} = sup{a : me(Z,a) = 0.} (7.2)

Claramente, observa-se que dimensao de Carathéodory depende da escolha da C-estrutura
T=(F,&n,¢) em X.
Daremos algumas propriedades basicas da dimensao de Carathéodory.

Teorema 7.1. Verificam-se as sequintes propriedades.
1. dimcl) < 0.
2. dimy, < dimy,, se Z1 C Zy C X.
3. dimg(Ui»0Z;) = sup;sq dimg Z;, onde Z; C X,i=0,1,2, ...

Demonstracao. As duas primeiras afirmacgoes seguem diretamente da proposicao 7.1.
Para provar a terceira afirmacao, assumimos que dimgZ; < « para todo i = 0,1,2, ...
Segue dai que m¢(Z;, &) = 0 e pela proposicao 7.1, me(U;>0Z;) = 0. Portanto, dime(U;>0Z;) <
a. Isto implica que dime(U;>0Z;) < sup;sodimeZ;. A outra desigualdade segue direta-
mente da segunda afirmacio do teorema. O]

7.1.2 Uma modificagao da construcao de Carathéodory geral

Descreveremos uma modificacao da construgao de Carathéodory geral. Seja X e &
conjuntos arbitrarios e F = {U; : s € F} uma cole¢ao de subconjuntos em X. Assumimos
que existem duas funcoes 7,1 : 8§ — R satisfazendo as seguintes condi¢oes:

(Al). existe sy € 8 tal que Uy, = 0; se Uy = 0 entao n(s) = 0 e ¢(s) = 0; se Uy # () entao
n(s) >0 e ¥(s) > 0;

(A2). para todo § > 0 podemos tomar um € > 0 tal que n(s) < § para todo s € 8
com 9(s) < €

(A3). para todo € > 0 exite uma subcolegao finita ou enumeravel § C 8 que cobre X

e 1(9) = sup{ti(s) : s € 8} < <.

Seja £ : 8§ — R uma funcao. Dizemos que o conjunto 8, a colecao de subconjuntos
F e as fungoes &, 1, 1, que satisfazem as condigoes A1, A2 e A3, introduzem a estrutura
da dimensao de Carathéodory ou C-estrutura 7 em X e escrevemos 7 = (8, F,&,n, ).
Se a aplicagao s — U; é injetiva entao as funcoes &, n e ¢ podem ser consideradas como
definidas no conjunto F e portanto, a C-estrutura acima coincide com a C-estrutura
introduzida anteriormente.
Dado um conjunto Z C X e nimeros a € R, € > 0, definimos

Mc(Z,a,) = i3 €(s)n(s)°):

EIS]
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onde o infimo é tomado sob todas subcolecoes finitas ou enumeraveis § C 8 que cobrem
Z com ¥(G) < e. Pela condigdo A3 a fungao Mc(Z, a,¢€) estd bem definida. Ela nao
decresce quando e decresce. Portanto, o seguinte limite existe:

me(Z,a) = ll_r}l(l) Mc(Z, a,¢)

Pode-se mostrar que a fungdo mc(Z, o) satisfaz as proposicoes 7.1 e 7.2. Definimos a
dimensao de Carathéodory do conjunto Z por 7.2. Ela satisfaz o teorema 7.1.

7.1.3 Pressao topolégica

Sejam (X, d) um espago métrico compacto com métrica d, f : X — X um aplicagao
continua, e ¢ : X — R uma funcao continua. Consideremos uma cobertura aberta finita
U de X e denotamos por 8,(U) o conjunto de todos as sequéncias U = {U;,...U;, | :
Ui; € U} de comprimento A = A(U). Pomos 8§ = §(U) = Ux>o8x(U).

Para uma dada sequéncia U = {U,,...U;, ,} € 8(U) associamos o conjunto

X(U)={zeX:f(x)eU,paraj=0,.,A\U) -1} (7.3)
Definimos a colecao de subconjuntos
F=FU) ={XU):Ue€sU)} (7.4)
e trés fungoes &, 1,1 : S(U) — R com segue

m(U)—1

EU)=exp | sup > o(ff(x) (7.5)

zeX(U) —0
n(U) = exp(=m(U)), ¥(U)=A\U)""
Nao é dificil verificar que o conjunto 8, a colecao de subconjuntos F, e as fungoes
1,& e ¢ satisfazem as condigoes A1, A2 e A3, entao elas determinam uma C-estrutura

T=7U = (8§5F,&n) em X. A funcdo de Carathéodory correspondente me(Z, «)
depende da cobertura U(e da funcao ¢) e é dada por

mo(Z,a) = Nh_r)rloo M(Z, o, 0,U, N),

onde
ANU)—1
M(Z o, 0, U, N) =inf{ > exp | —aXU) + sup > o(f*(x)) (7.6)
§ Ues zeX(U) =g

e o infimo é tomado sob todas as colegoes de sequéncias enumeréveis ou finitas § C 8((U))
tal que A(U) > N para todo U € G e G cobrindo Z (isto é, a colecao de conjuntos
{X(U) : U € G} cobrindo 7).
Portanto, dado um conjunto Z C X, a C-estrutura 7 gera a dimensao de Carathéodory
de Z, que denotaremos por Pz(p,U). Temos que

Pz(p,U) = inf{a: me(Z,a) = 0} = sup{a: me(Z,a) = oo}

Seja |U| = max{diamU; : U; C U} o didmetro da cobertura U.
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Teorema 7.2. Para todo conjunto Z C X o sequinte limite existe:

Py(p) := lim Pz(p,U).

|U|—o0

Demonstracdao. Seja 'V uma cobertura aberta de X com diametro menor que o nimero
de Lebesgue de U. Podemos ver que cada V € V estd contido em algum elemento
U(V) € U. Para toda sequéncia V = {V,,...V; } € 8(V) associamos a sequéncia U (V) =
{U(V;,)...UV;, )} € 8(U). Se G C 8§(V) cobre um conjunto Z € X entao U(G)={U(V) :
V e G} C 8(U) também cobre Z. Seja

v =W =sup{lp(x) —p(y)| : z,y € U para algum U € U}.
Podemos verificar, usando 7.6 que para cada a« € Re N > 0
M(Z,a,p,U,N) < M(Z,oc —v,,V,N). (7.7)

Isto implica que
Pz(p,U) =7 < Pz(p, V).

Como X é compacto, ele possui uma cobertura aberta finita de didmetro arbitrariamente
pequeno. Portanto,

Pz(p, W) — v < limyy o Pz(p, V).
Se |V| — 0 entao y(U) — 0 e entao
Timyy 0 Pz (e, W) < limyy 0Pz (e, V).
Isto implica a existéncia do limite. O

Chamamos o numero Pz(y) de pressao topolégica da fungao ¢ no conjunto Z(com
respeito a f). Veremos algumas propriedade basicas da pressao topolégica. O teorema
abaixo, é um corolario imediato da definicao e do teorema 7.1.

Teorema 7.3. .A pressao topoldgica possui as sequintes propriedades.
1. Py(p) <0.
2. Py () < Pg(p) se Z1 C Zy C X.
3. Pz(p) = sup;s; Pz, (@), onde Z = U1 Z; e Z; C X, i = 1,2, ...
4. Se [ € um homeomorfismo, entio Py(p) = Pz ().
Destacamos ainda a continuidade da pressao topologica.

Teorema 7.4. Dadas duas fungoes continuas ¢ e ) em X, entao

[Pz (0) = Pz(¥)] < o = ¢]l.

onde || - || denota a norma do supremo no espaco das fungoes continuas em X
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Demonstracao. Dado N > 0, temos que

50 3 [l (@) = ()| < llp 0l

Dai, segue que
M(Z705+ |’%0_1/}H7w7u7N) S M<Zaa7§07u7N> S M(Z,CY— H90—¢Hawau7N)
Isto implica que

Pz (0, U) = llo =l < Pz(p,U) < Pz(,U) + [0 — ¢

e concluimos a prova da primeira desigualdade. O

Definicao 7.1 (Entropia topolégica). Dado Z € X. No caso especial de ¢ = 0,
chamamos de entropia topologica da aplicacdo f em Z ao nimero

hz(f) = Pz(O)

No caso de Z compacto ou invariante, nossa defini¢ao coincide com a definicao usual de
pressao topoldgica(e também entropia topolégica). Denotaremos a pressao topolégica do
espaco todo por Pges5(q)), para enfatizar que estamos lidando com a definicao familiar
para compactos e invariantes.
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