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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de uma ferramenta
computacional para analisar problemas bidimensionais de interagdo solo-estrutura, onde
o solo é modelado pelo Método dos Elementos de Contorno (MEC) e as estruturas sdo
tratadas pelo Método dos Elementos Finitos (MEF). Sdo implementadas as solugSes
fundamentais de Kelvin 2D e Melan para o MEC, onde elementos de contorno com
aproximagdo linear sdo utilizados. As estruturas modeladas pelo MEF séo discretizadas
por elementos finitos de portico bidimensional. O acoplamento entre os meios é feito
pela utilizagio da técnica de sub-regides, onde condi¢des de compatibilidade de
deslocamentos e condi¢des de equilibrio de forgas sdo aplicadas as interfaces entre as
diversas sub-regides. Tanto o solo quanto as estruturas sdo considerados como
compostos por materiais homogéneos, isotropicos, elasticos e lineares. Porém, a técnica
de sub-regiGes permite que o solo seja considerado como estratificado. A aplicagdo dos
diversos carregamentos atuantes, na estrutura ou no solo, é considerada lenta, assim, as
analises propostas sdo estaticas. Sdo apresentados exemplos de aplicagdo do codigo

computacional desenvolvido.

Palavras-Chave: Interacdo Solo-Estrutura, Método dos Elementos de Contorno,

Método dos Elementos Finitos, Acoplamento MEC/MEF.
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Abstract

This study aims the development of a computational tool used to analyze two-
dimensional problems of soil-structure interaction, where soil is modeled by Boundary
Element Method (BEM) and structures are treated by the Finite Element Method
(FEM). Fundamental solutions of Kelvin 2D and Melan to BEM are implemented,
where boundary elements with linear approximation are used. Structures modeled with
FEM are discretized with two-dimensional frame finite elements. Coupling among
media is done using the sub-region technique, where conditions of compatibility of
displacements and equilibrium of tractions are applied to the interfaces between various
sub-regions. Both soil and structures are considered as composed of homogeneous,
isotropic, elastic and linear materials. However, sub-region technique allows the soil to
be considered as stratified. Application for various acting loads, on structure or on soil,
are considered slow, therefore the proposed analyses are statics. Examples are presented

using the developed computational code.

Keywords: Soil-Structure Interaction, Boundary Element Method, Finite Element
Method, Coupling BEM/FEM.
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Capitulo 1

Introducio

1.1. Justificativa

O problema a ser tratado neste trabalho consiste no estudo da interagao entre
estruturas € o solo. Este tipo de problema de engenharia ¢ muito comum, principalmente
quando se trata de obras de infra-estrutura, podendo-se citar o caso de tubulagdes para
transporte de gas, agua e esgoto, pavimentos rodoviarios e tuneis (Figura 1.1). Observa-
se que essas obras de engenharia podem ser apropriadamente analisadas como
problemas de estado plano de deformagdes, ou seja, problemas bidimensionais, uma vez

que apresentam uma dimens3o muito maior que as outras, a saber, a espessura.

(a) Tubulagdo para transporte de gas
natural (Fonte: Santos Janior e Vieira,
2006).

(b) Tunel (Fonte:
http://ecosul. wordpress.com).

Figura 1.1 — Exemplos de problemas de intera¢ao solo-estrutura.

Por possuir formulagdo propria para meios infinitos e semi-infinitos, o Método dos
Elementos de Contorno (MEC) é uma técnica bastante utilizada por diversos

pesquisadores (Almeida, 2003; Barbirato, 1999; Cavalcanti, 2006, Coda, 2003,



Komatsu, 1995, entre outros) para modelar o solo. Por sua vez, o Método dos
Elementos Finitos (MEF) é uma técnica numérica consagrada para a analise das
estruturas, além dos solos. Em problemas que envolvem a interagdo entre estrutura e
solo é vantajoso aproveitar o melhor das duas técnicas, resolvendo cada parte do
problema com o método que melhor se adequa a mesma e, por fim, utilizando algum
tipo de abordagem para unir os dois métodos que, neste trabalho, € a técnica de sub-
regides.

O solo ¢ um material que apresenta um comportamento bastante complexo,
porém em algumas situagdes pode se comportar de maneira aproximada como um
material elastico, principalmente devido a carga atuante no solo ser bem inferior 4 carga
de plastificago.

Assim, pode-se afirmar que o desenvolvimento de um programa computacional
que possibilite a analise de estruturas ligadas ao solo ¢ de grande importancia para o
avango da area de métodos numéricos aplicados a problemas de engenharia, bem como

para o estudo de estruturas enterradas.

1.2. Objetivos

O objetivo principal deste trabalho € o desenvolvimento de uma ferramenta
computacional baseada no acoplamento entre o Método dos Elementos de Contorno e o
Meétodo dos Elementos Finitos, possibilitando a andlise estatica bidimensional da
interagdo entre o solo e estruturas. As analises a serem realizadas consistem
basicamente na determinacdo de recalques do terreno e determinagdio do estado de
tensdes no conjunto solo-estrutura. Procura-se analisar, principalmente, a influéncia da
estrutura, atuando como reforgo, no solo sob carregamento. Como uma simplificagéo,
tanto as estruturas como o solo serdo considerados materiais em regime elastico linear.

Como objetivo especifico, pretende-se analisar problemas baseados em casos
reais semelhantes aqueles apresentados em Santos Junior e Vieira (2006), onde foram
realizadas analises numéricas com o objetivo de verificar a influéncia do solo de aterro

na distribuigdo de tensdes e deformagdes no interior de uma vala.



1.3. Resumo dos capitulos

No Capitulo 2 é apresentada uma revisio bibliografica sobre o tema proposto. E
descrito um breve historico do desenvolvimento do Método dos Elementos de Contorno
(MEC), assim como sdo mostrados alguns trabalhos que utilizam o acoplamento entre o
MEC e o MEF para estudar a interagdo solo-estrutura.

No Capitulo 3 sdo descritas as equagdes fundamentais da elastostatica. Também
é mostrada a formulagdo direta do MEC e a obtengdo das solugdes fundamentais de
Melan e Kelvin 2D. Sio apresentados exemplos de aplicagdo, feitos com o intuito de
validar o codigo desenvolvido.

A formulagio do Método dos Elementos Finitos ¢ apresentada no Capitulo 4,
assim como a obtengdo das matrizes de rigidez e de transformac3o do elemento finito de
portico plano. Sdo mostrados exemplos de aplicagio da técnica.

No Capitulo 5 é mostrada a técnica de sub-regides e sua utilizagdo no
acoplamento MEC/MEC, MEC/MEF e MEF/MEF.

No Capitulo 6 ¢ descrito o codigo computacional e sdo apresentadas as principais
fungdes implementadas, assim como o modo de entrada e saida de dados.

Os exemplos de aplicagdo do codigo desenvolvido sdo mostrados no Capitulo 7.

No Capitulo 8 sdo feitas as consideragdes finais do trabalho e as sugestdes para

proximos trabalhos.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Este capitulo tem como objetivo apresentar um breve histérico do
desenvolvimento do Método dos Elementos de Contorno (MEC), assim como alguns
trabalhos que fazem uso deste método, em conjunto com o Método dos Elementos
Finitos (MEF), para analisar a intera¢do do solo com as estruturas.

Segundo Becker (1992), Somigliana desenvolveu em 1886 uma equag@o integral
relacionando os valores de contorno dos deslocamentos e forgas de superficie. A
chamada Identidade Somigliana é o cerne da formulagéo direta do MEC. Com relagdo a
formulagdo indireta, a mesma teve sua base desenvolvida por Fredholm' (1903) apud
Becker (1992) que usou equagdes integrais discretizadas em problemas potenciais.

Apesar de diversos artigos e livros sobre equagles integrais terem sido
publicados, tais como Kellogg® (1929), Muskhelishvili® (1953) e Kupradze® (1965)
apud Becker (1992), as aplica¢des ficavam restritas a problemas simples, devido ao fato
das formulagGes integrais serem resolvidas analiticamente.

A primeira contribui¢do para a solugdo aproximada de integrais de contorno
aconteceu em 1963 quando dois artigos foram publicados por Jaswon® (1963) e Symm®
(1963). Os autores discretizaram as equagles integrais de problemas potenciais
bidimensionais governados pela equagdo de Laplace em elementos retos lineares, sobre
os quais as fungdes potenciais foram consideradas constantes em todo o elemento. Os
elementos foram descritos em termos de seus valores nodais e as integra¢des realizadas
pelo uso da regra de Simpson, exceto para algumas integrais singulares que foram

avaliadas analiticamente (Becker, 1992).

' FREDHOLM, 1. (1903). Sur une classe d equations fonctionelles. Acta Math., v. 27, p. 365-390.

2 KELLOG, O.D. (1929). Foundations of Potential Theory. Springer, Berlin.

3 MUSKHELISHVILL N.I (1953). Some Basic Problems of the Mathematical Theory of Elasticity. Noordhoff,
Holland.



Rizzo’ (1967) apud Becker (1992) foi o primeiro a publicar um artigo que fazia
uso da aproximagdo direta utilizando deslocamentos e for¢as de superficie em uma
equacao integral aplicavel ao contorno. O trabalho de Rizzo foi o primeiro a explorar a
analogia entre a teoria potencial e a teoria classica da elasticidade e criou uma
aproximagdo numérica para a resolugio do problema.

Segundo Aliabadi (2002), os trabalhos de Lachat® e Lachat ¢ Watson’ talvez
contenham a mais significante contribuig¢do para o MEC se tornar uma técnica numérica
eficaz. Eles desenvolveram uma formulagdo isoparamétrica similar aquela usada no
Método dos Elementos Finitos € demonstraram que o MEC pode ser usado para a
solugdo de problemas complexos.

De acordo com Brebbia e Georgiou (1979), o trabalho de Lachat'®, ao
desenvolver a idéia de usar fungdes de interpolagdo para definir variaveis ao longo de
elementos, € importante pois permite a combinacdo de regides discretizadas com o
MEC e o MEF sem qualquer perda de continuidade.

A idéia de combinar o MEC e o MEF pode ser atribuida a Wexler'' apud
Brebbia e Georgiou (1979) que comegou a usar a solu¢do de equagdes integrais para
representar problemas de campo sem contorno na década de 1970, tendo como
vantagem a possibilidade de usar condig¢Ges apropriadas para representar o dominio
infinito. Osias'> foi o primeiro a usar a combinagio das duas técnicas para a
elastostatica.

A analise da interagdo do solo com as estruturas, através do acoplamento
MEC/MEF, vem sendo o objeto de estudo de diversos pesquisadores. Alguns desses

trabalhos sdo citados a seguir.

* KUPRADZE, O.D. (1965). Potential Methods in the Theory of Elasticity. Daniel Davy, New York.

> JASWON, M.A. (1963). Integral Equation Methods in Potential Theory - I. Proc. Roy. Soc. Lond., vol. A275, Pp.
23-32.

® SYMM, G.T. (1963). Integral Equation Methods in Potential Theory — II. Proc. Roy. Soc. Lond., vol. A275, pp- 33-
46.

7RIZZO, F.J. (1967). An Integral Equation Approach to Boundary Value Problems of Classical Elastostatics. Q.
Appl. Math., vol. 25, pp. 83-95.

8 LACHAT, J.C. (1975). A Further Development of the Boundary Integral Technique for Elastostatics. PhD thesis,
University of Southampton.

® LACHAT, J.C.; WATSON, J.O. (1976). Effective Numerical Treatment of Boundary Integral Equations: A
Formulation for Three-Dimensional Elastostatics. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 991-
1005.

"L ACHAT, J.C. (1975). PhD Thesis. Univ. Southampton.

' MCDONAL, B.H.; WEXLEY, A. (1972). IEEE Trans. On Microwave Theory Techniques. MTT-20, N° 12,
December.

20SIAS, JR. et al. (1977). Proc. First Symp. Numer. Analysis Appl, Eng. Sci. Versailles, France, 23-27 May.



Em seu trabalho, Matos Filho (1999) analisou a interagdo estaca-solo com ou
sem blocos de capeamento rigido, sujeito a carga horizontal e vertical, verificando
principalmente os fatores que influenciam no deslocamento das estacas. Para tal, o
macigo de solo foi modelado pelo MEC e as estacas, pelo MEF ou pelo Método das
Diferengas Finitas (MDF). Uma das conclusGes as quais o autor chegou foi que os
deslocamentos nas estacas s@o influenciados diretamente por seu comprimento, rigidez
do sistema e espagamento entre as mesmas.

Almeida, FP.A. (2003) desenvolveu um codigo computacional para a analise
dindmica elastoplastica de estruturas tridimensionais acopladas ao solo. Estudou-se,
entre outros problemas, o caso de um reservatorio apoiado sobre um semiplano, que
sofre a influéncia de uma carga concentrada, além da agdo da agua nele contida. Ribeiro
(2005) adicionou ferramentas ao codigo desenvolvido por Almeida, F.P.A. (2003), tais
como o recurso de simular um niamero qualquer de blocos em contato com o solo.

A intera¢do de um solo nio-homogéneo com as estruturas foi objeto de estudo de
Almeida, V.S. (2003), que utilizou o acoplamento MEC/MEC 3D para analisar o
conjunto solo/subestrutura. Para estudar a infra e a superestrutura o autor usou
elementos finitos de geometria triangular plana.

O acoplamento entre cascas e placas anisotrépicas com um meio continuo
tridimensional viscoelastico foi estudado por Paccola (2004). O acoplamento foi
realizado através da técnica de matriz de rigidez equivalente, que permite uma
contribui¢o direta das matrizes do MEC na matriz de rigidez do MEF.

Mendonga e Paiva (2005) analisaram o comportamento da interagio placa-
estaca-solo através do acoplamento MEC/MEF, discretizando a placa com elementos
finitos DKT (Discrete Kirchoff Triangle) e HSM (Hybrid Stress Model) e o solo ¢ a
estaca com elementos de contorno, utilizando para isso a solugdo fundamental de
Mindlin 3D.

Barbirato (1999) desenvolveu uma formulagio do MEC para a analise de
problemas tridimensionais de fraturamento no regime transiente, onde foram utilizadas
as solugdes fundamentais de Mindlin 3D e Kelvin 3D.

Cavalcanti (2006) analisou, principalmente, o comportamento de fundages de
placa superficiais e enterradas, discretizando o solo com elementos de contorno

triangulares planos e as placas, com elementos finitos de placa DKT e acoplando os



meios com a técnica de sub-regides. Verificou-se a influéncia do tipo de carregamento
atuante na placa, assim como sua espessura, na magnitude dos deslocamentos em
pontos da mesma.

Segundo Iwamoto (2000), entre os modelos para a analise de interagdo solo-
estrutura se destacam os trabalhos de Meyerhof*> (1953), que propds a viga de rigidez a
flexdo equivalente para estimar a contribuigdo da superestrutura, ¢ Chamecki'* (1956),
que apresentou um processo interativo para considerar a rigidez da superestrutura. O
autor cita ainda o trabalho de Poulos' (1975), que apresenta uma formulagdo matricial
para estimar os recalques da fundagio considerando a interagdo solo-estrutura.

Carmo (2001) analisou o comportamento de pavimentos de edificios por meio
do MEC e MEF acoplados com o uso da técnica de sub-regides. No referido trabalho os
elementos lineares foram discretizados com o MEF enquanto os elementos planos, com
o MEC.

Leite e Ventuniri (2005) usaram variagGes da técnica de sub-regides usada no
acoplamento MEC/MEC para o estudo de solidos bidimensionais com inclusdes. Em
alguns casos foram considerados como incognitas na interface apenas os deslocamentos,
enquanto em outras situages apenas as for¢as de superficie na interface eram
desconhecidas.

Coda (1993) utilizou o acoplamento MEC/MEF para analisar problemas da
elastodinamica transiente. O MEC foi usado para modelar solidos tridimensionais
elasticos finitos ou infinitos enquanto o MEF, para discretizar pérticos tridimensionais e
cascas delgadas elastico-lineares. Dois tipos de acoplamento foram realizados, quais

sejam, casca/solo e sapata rigida/solo.

3 MEYERHOF, G.G. (1953). Some Recent Foundation Research and its Application to Design. The Structural
Engineering, v.31, p.151-167, Londres.

14 CHAMECKJ, S. (1956). Structural Rigidity in Calculating Settlements. Journal of Soil Mechanics and Foundation
Division, ASCE, v.82, n.SM-1, p.1-19.

'S POULOS, H.G. (1975). Settlement Analysis of Structural Foundation Systems. In: IV South — East Asian
Conference on Soil Engineering, Kuala Lumpur, Malasia, Vol.IV, p.52-62.



O acoplamento de estruturas reticuladas com dominios bidimensionais é
estudado por Komatsu (1995) usando uma combinagio do MEC e do MEF. Neste
trabalho s3o analisados problemas geomecinicos, tais como escava¢des de tuneis e
abertura de valas, onde o dominio infinito ou semi-infinito ¢ tratado pelo MEC ¢ o
revestimento do tinel e das paredes de contengdo das valas sdo consideradas como
estruturas reticulares e resolvidas pelo MEF. Para resolver o sistema de equagdes o
autor utiliza um algoritmo proposto por Crotty'® (1982), que evita operacdes com 0s
blocos de elementos nulos que existem nos sistemas obtidos com a técnica de
acoplamento MEC/MEF, tornando a solug@o mais eficiente.

Almeida e Paiva (2004) apresentam uma formulagio do MEC para analisar
problemas de interagdo solo-estrutura onde € considerada a interagdio entre
superestrutura, infra-estrutura e solo que, quando estratificado, ¢ analisado pelo método
da rigidez sucessiva. Para o acoplamento os elementos de contorno sio tratados como
uma parte da regido discretizada pelo MEF. E demonstrado que o método da rigidez
sucessiva apresenta vantagens em relagdo a técnica de sub-regiGes, como por exemplo, a
menor quantidade de operagdes computacionais € menor necessidade de memoria para
guardar as equagdes do sistema final do solo.

A técnica de sub-regides foi utilizada por Monnerat (2008) para acoplar placas e

chapas horizontais, verticais e inclinadas, todas discretizadas com o MEC.

'S CROTTY, J.M. (1982). A block equation solver for large unsymetric matrices arising in the boundary integral
equation method. Int. J. Num. Meth. Eng., Vol. 18, p.997-1017.



Capitulo 3

Formulac¢do do Método dos Elementos de
Contorno

3.1. Introducao

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) consiste, basicamente, em obter a
solug@o das equagdes diferenciais que descrevem o comportamento de um corpo no seu
dominio, através da solugio de equacgdes integrais sobre o contorno. Com isso, 0s
problemas s3o reduzidos em uma dimensdo, gerando uma menor quantidade de dados
de entrada. O MEC ¢é uma técnica que se mostra especialmente eficiente na resolugio de
problemas em que o dominio se estende ao infinito, isso porque é possivel considerar
todo o dominio sem a necessidade de trunca-lo.

Neste capitulo é apresentada a formulagdo direta do Método dos Elementos de
Contorno para o problema elastico bidimensional, bem como alguns exemplos de
aplicagdo desta técnica. Em todo o texto deste trabalho os indices i, j, | e k indicam uma
variacdo de 1 a 2, exceto quando explicitado de outra forma.

Para a elaboragio deste capitulo foram consultados, principalmente, os trabalhos
de Aliabadi (2002), Brebbia e Dominguez (1992) e Mase e Mase (1999).

3.2. Equacdes basicas da elastostatica linear

O objetivo desta segdo € apresentar conceitos basicos da teoria da elasticidade
linear que sdo necessarios para desenvolver a formulagido do MEC.

Materiais que apresentam comportamento elastico linear sdo caracterizados por
seguir duas condi¢des, quais sejam, a tensdo no material é uma fungdo linear da
deformagio e, apos a remogdo de forgas atuantes, 0 mesmo volta a sua forma original.

Se as propriedades elasticas do material sdo as mesmas para qualquer eixo de

referéncia, em qualquer ponto, o material ¢ chamado de isotropico. Para esse tipo de
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material, a lei de Hooke, que representa a relagio entre o tensor de tensdes G € O tensor
de deformagdes €, pode ser escrita em termos das chamadas constantes de Lamé (3.2a-

b), como mostrado na seguinte expressio:

o, =A8;& +2ue, @G.1)
E
=G=—n
K 2(1+v)
(3.2a-b)

A= VE
(t+v)i-2v)

onde E , G e v sdo, respectivamente, o modulo de elasticidade longitudinal, o médulo de
elasticidade transversal e o coeficiente de Poisson do material e §; é o delta de

Kronecker, definido como:

1 se i=j
69‘ = .. (3.3)
0 se 1#]

Na elastostatica linear, certas equagdes de campo precisam ser satisfeitas em
todos os pontos internos do corpo elastico em consideragdo e, a0 mesmo tempo, as
variaveis de campo precisam satisfazer condi¢des especificas no contorno. As equagdes
de campo apropriadas para a elastostatica sdo: equagdes de equilibrio,

G+ b, =0 G4

onde foi considerada a simetria do tensor de tensdes, relagdes deformagdo-

deslocamento,
=L ) 3.5
By =Mty 5)

e Lei de Hooke (3.1); onde b; representa as for¢as por unidade de volume.
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E possivel apresentar o problema elastico somente em termos de deslocamento

com o uso das chamadas equagGes de Navier, representadas por:

u .+ : u +lb =0
L1 1—2\«’ L mn I (36)

As equagdes de Navier sfio obtidas substituindo-se as relagdes deformacio-
deslocamento (3.5) na lei de Hooke (3.1) e, por sua vez, o resultado obtido nas equagdes
de equilibrio (3.4).

Existem problemas definidos no espago tridimensional que podem ser avaliados
em apenas duas dimensdes devido a certas condi¢des de carregamento e geometria do
corpo em estudo. Os problemas reduzidos a duas dimensdes sdo divididos em duas
categorias: deformagdo plana e tensdo plana.

Nos problemas de deformag@o plana uma das dimensdes do corpo, a espessura, €
muito maior que as outras duas. O carregamento € aplicado perpendicularmente ao
plano formado pelas dimensdes menores, sendo distribuido de maneira uniforme ao

longo da espessura. Este tipo de problema ¢ exemplificado pela seguinte figura:

Figura 3.1 — Exemplo de problema em estado plano de deformacao.

Por sua vez, os problemas de tensdo plana sdo caracterizados por possuir uma
dimens3o muito menor que as outras duas. Considera-se que o carregamento € aplicado
paralelamente ao plano formado pelas duas dimensGes maiores, como mostrado na

Figura 3.2.
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Figura 3.2 — Exemplo de problema em estado plano de tenséo.

3.3. Solucdes fundamentais

A solugdo fundamental representa a influéncia, em um ponto de um dominio
infinito ou semi-infinito (ponto campo - q), de uma carga unitaria aplicada em outro
ponto do mesmo dominio (ponto fonte - s). “A utilizagdo de uma solugiio fundamental,
que genericamente pode ser classificada como uma desvantagem, na verdade
proporciona versatilidade e precisdo ao método.” (Barbirato, 1999).

A solugdo fundamental confere uma maior precisdo ao método por, sendo uma
solugdo exata, ser utilizada como fung¢do ponderadora na aproximacdo da equagio
governante no dominio. O fato de necessitar de uma solugio fundamental para cada tipo
de problema pode ser uma vantagem, por ser uma solu¢do especifica ou uma
desvantagem, quando a mesma ndo esta disponivel.

Neste trabalho s@o utilizadas as solu¢des fundamentais de Kelvin, propria para
dominios infinitos, e a solugdo fundamental de Melan, adequada para dominios semi-
infinitos. Ambas as solu¢Bes fundamentais podem ser usadas para tratar dominios semi-
infinitos, como no caso dos solos, sendo que a solucdo fundamental de Kelvin necessita
de uma maior discretizac@o, inclusive da superficie livre, para que sejam obtidos
resultados satisfatorios. Esta necessidade ndo ocorre com o uso da solugdo de Melan,

que exige discretizagdo apenas da superficie carregada.

3.3.1. Soluciio fundamental de Kelvin 2D
Segundo Love (1944) apud Barbirato (1999), a solu¢do fundamental de Kelvin
foi desenvolvida por Lorde Kelvin, considerando solidos tridimensionais elasticos,

isotropicos e homogéneos, cujo dominio se estende ao infinito.
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A solugdo de Kelvin ¢é obtida a partir das equagdes de Navier (3.6) quando uma

carga unitdria ¢ aplicada no ponto p na dire¢io do vetor unitario e;, assim:

bx = Apei (37)

onde A® representa a fungio Delta de Dirac.

De acordo com Brebbia e Dominguez (1992), uma forma de calcular a soluggo

fundamental € representar os deslocamentos em termos do vetor de Galerkin G;:

1
=G, -———G,, ,
ul i,kk 2(1 _ V) k.ik (3 8)

Substituindo as expressdes (3.7) e (3.8) nas equagdes de Navier (3.6) e

simplificando, obtém-se:

VZ(Fi)'*' lAPei =0 3.9
n

onde

F= VZGi (3.10)

A solugdo da equagdo (3.9), para problemas bidimensionais ¢ a seguinte:

F = Lln(l)ei (3.11)
2t \r

Substituindo a expressdo (3.11) em (3.10) e resolvendo a equagéo resultante, é
obtido:
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1 L. (1
G =57 ln(—)ei (3.12)

Derivando a expressio (3.12) e substituindo o resultado em (3.8) tem-se como

resultado a seguinte expressio:

}[(3 v, +rr k. (3.13)

he 81t;,1(1 v

Levando em consideragdo que os deslocamentos em qualquer ponto do dominio

podem ser escritos como:

onde u;; representa o deslocamento em qualquer ponto na dire¢do / quando uma carga
unitaria € aplicada no ponto p na diregdo j, a expressio (3.13) pode ser escrita como na

Equagdo (3.15), que representa a solugdo fundamental para deslocamentos no caso

bidimensional.
. 1 1
u = m[(3—4\;)”1;8ij +r_,r_,} (3.15)

Diferenciando o vetor de deslocamentos e substituindo nas equagdes da lei de

Hooke, obtém-se a solugdo fundamental para forgas de superficie:

. 1

=l [1-2vP, +2r;r, [+ {1-2vAn;r; —n;r, 3.16
i I f0-2v), +2nr [+ (-2v)oir, -npr) (3.16)

onde

r, =1,n, +1,0, (3.17)
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5}

or
r=—
ox,

- |

(3.18)

onde r € a disténcia entre o ponto fonte e o ponto campo, mostrada na Figura 3.3, e n; é

componente da normal ao elemento na diregdo i.

rp

Figura 3.3 — Pontos campo e fonte.

3.3.2. Soluc¢io fundamental de Melan

Segundo Telles e Brebbia (1980), para resolver problemas no semi-plano seria
necessario, a principio, a utilizagdo de um niimero infinito de elementos na discretizagio
da superficie livre. Outra op¢do seria a utilizagdo de elementos de contorno infinitos que
diminuem o tamanho da discretizagdo necessaria mas que precisam de testes para
validar as aplicagGes. Dessa forma, a maneira mais eficiente de tratar esse tipo de
problema é a utilizagdo da solugdo fundamental do semi-plano, que elimina a
necessidade de discretizagio da superficie livre.

A solugdo fundamental de Melan para deslocamentos possui a seguinte forma:

uj = uj +uj (3.19)

onde Uijk representa a solu¢do fundamental de Kelvin e u;;° é uma parte complementar da

solugdio fundamental, cujas componentes sdo explicitadas nas equagdes (3.20) a (3.23).
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ul, = Kd{— kG -vy -G- av)|InR + [6- 4"2:‘;2 - 2&]+ 4‘;’3‘2} (3.20)
us, = d{ [ 4")1:_’2 +2x] | ‘WR 12 g(1-v)1- 2v)e} (3.21)
u, =K { (E 4")1;{  +26X] ARG 41— v)i- 2v)e} (3.22)
us, = Kd{— Ba-v) -G-av)nr + [6- 4‘% +20x] _ 4;":’ } (3.23)

As variaveis usadas nas equagdes (3.20) a (3.23) sdo mostradas na seguinte

figura:

‘\

; W\\ v

N .
S R .

i N\ X2

R, : R ¢

i

: S ) P, . X

P

: M

Py

v v (l

Ry=1,

Figura 3.4 — Cargas unitarias pontuais aplicadas dentro do semi-plano.



17

onde
Ky = (3.24)
8nG(1-v)
As equagbes complementares para forga de superficie sdo
Py =O5n, (3.25)

sendo as expressdes complementares para tensdes " apresentadas no Apéndice A.

E importante salientar que as expressdes complementares nio apresentam
singularidades quando o ponto fonte é interno ao semi-plano. Quando o ponto fonte est4
na superficie do semi-plano, as singularidades que surgem sio da mesma ordem
daquelas que aparecem na solugdo fundamental de Kelvin, dessa forma, a
implementagdo da solugdo de Melan ndo apresenta dificuldades adicionais.

A solugio fundamental de Melan tem como principal vantagem a necessidade de
discretizagdo somente da parte da superficie onde ha carregamento atuante. No caso da
existéncia de pontos na superficie livre os mesmos s3o considerados como pontos

internos.

3.4. Equacdes integrais de contorno
As equagdes integrais para elastostatica podem ser deduzidas usando
consideragbes de residuos ponderados. Nesta segdo utiliza-se como referéncia,

principalmente, a obra de Brebbia e Dominguez (1992).

3.4.1. Equacio integral para pontos no dominio
Partindo da minimizagdo do erro que envolve a aproximac¢io numérica das
equacdes de equilibrio (3.4) e utilizando como fungdo ponderadora a solugdo

fundamental para deslocamentos (3.15), apos duas integragdes por partes é obtida a Eq.

(3.26).
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(J;bkuLdQ—E[b;ude=!p;ukdl"—_!pku;dl" (3.26)

A Equacdo (3.26) corresponde ao teorema da reciprocidade de Betti e pode ser
usada para a obtencdo das equagdes integrais de contorno do MEC.

Foi usando o teorema de Betti, segundo Barbirato (1999), que Somigliana
chegou a representagio integral de deslocamento, a chamada identidade Somigliana,

que na auséncia de forgas de massa tem a seguinte forma:

u, +J-p:kukdr =J.u[1pkdr (327)
T T

A identidade Somigliana permite a obtengdo dos valores de deslocamentos em
qualquer ponto do dominio, a partir dos valores de deslocamentos e forgas no contorno,

das forgas que atuam no dominio, caso existam, e da solugdo fundamental.

3.4.2. Equacio integral para pontos no contorno

Como a identidade Somigliana é valida apenas para pontos no dominio, € usado
um artificio para que a mesma possa ser usada em pontos do contorno. Para tal,
considera-se que existe uma semi-circunferéncia de raio ¢ centrada no ponto do

contorno suave. Fazendo o raio tender a zero € obtida a seguinte express3o:

Cl, +J.p:kukd]" :Iu:kpkdl"+.[u:kbde (3.28)
T r a

Os valores das componentes da matriz cx dependem da localizagdo do ponto fonte

e da forma do contorno, podendo ser representados pelos elementos das seguintes

matrizes:

00
Cy = 3.29
. [O 0] (.29)

para pontos de colocagdo fora do dominio (Figura 3.5a);
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(3.30)

C = 0 1 (3.31)

para pontos de colocagdo internos (Figura 3.5¢).
Para o caso em que o contorno n3o ¢ suave (Figura 3.5d), € possivel calcular os
coeficientes da matriz ¢ com a consideracio de movimento de corpo rigido, como

mostrado na se¢do 3.5.2.

.‘f

@) (b) 19 @

Figura 3.5 — Posi¢do do ponto fonte.

3.5. Método dos Elementos de Contorno

Para resolver numericamente as equacOes integrais € necessario dividir o
contorno em uma série de elementos, sobre os quais os deslocamentos e as forcas de
superficie sdo funcdes de seus valores nodais. Escrevendo a forma discretizada da
Equacdo (3.28) para cada ponto nodal ¢ obtido um sistema de equagdes algébricas
lineares que € resolvido apos a aplicagdo das condi¢des de contorno do problema. Nesta

secdo as equagdes sdo escritas na forma matricial.
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3.5.1. Discretizacio

Neste trabalho o contorno do dominio dos problemas ¢ discretizado por

elementos com aproximag¢do linear. A forma discretizada da Equagio (3.28), na

auséncia de forgas de corpo, € representada por:

[c}{u}i{g[p']{u}dr}=§{§[u*]<p}dr} 63

=

onde Ne representa o nimero de elementos.

Os nos dos elementos de contorno podem ser simples, quando pertence aos dois
elementos que lhe sdo adjacentes, ou duplos. Os nés duplos sdo nés que possuem as
mesmas coordenadas, mas pertecem a elementos diferentes. Eles sdo usados quando
existe a necessidade de considerar descontinuidades nas for¢as de superficie.

Os deslocamentos e forgas de superficie em cada elemento sdo escritos,
respectivamente, em fungdo de seus valores nodais tal como ¢ mostrado nas equagdes a

seguir:

_ u, _ ¢] 0 ¢2 0 ul2
{"}'{uz} ‘[o b 0 ¢z] u? 3-33)

|l (& O ¢, O P>
-Gls 0§ 630

P,

As fungdes de interpolagdo ¢, e ¢, sdo definidas em termos da coordenada

homogénea &, que varia de -1 a 1, como representadas nas expressdes (3.35a-b) e

mostradas na Figura 3.6.
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0,6)=2(1-8)
(3.35a-b)
0:6)=+8)

1
[
e

oy

Figura 3.6 — FungGes de interpolagio.

Usando as fungdes de interpolagédo, a Equagio (3.32) pode ser escrita da seguinte

forma:

el S5l Tbrft - 3l oy 636
ou ainda,

elo}+ S P oy =3[0, Py (337)
onde

[piédl [prodl  [plo,dT  [prb,dr
r r r r

[H ]=|:h:l h:z h|21 hlzz]z (3 38)
"7 |hy hy hE b Ip2l¢ldr _[p;z¢1dr J'p;lq’zdr Ip;2¢2dr .
T r T r
C 0 21 [Junedr fubedl [uledr [ule,dr
[G ]= 8 82 8 8iz|_|T r r r 3
¥ ! ! 2 2 > &.dl ~4.dl N ; (3.39)
82 82 8Ba 82 Iu21¢1 J.uzzd)l qul(bzdr quz¢zdr
T T r r
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Escrevendo uma equagio da forma (3.36) para cada ponto do contorno é obtido

o seguinte sistema de equagdes lineares:

[H}{u} = [clr} (3.40)

As integrais podem ser resolvidas numericamente para os casos em que o ponto
fonte ndo pertence ao elemento integrado. Para o caso em que o ponto fonte esta no
elemento integrado ocorre uma singularidade na solu¢do fundamental, assim, as
integrais s3o resolvidas analiticamente.

Ap6s a aplicagdo das condi¢des de contorno do problema, as matrizes [H] e [G]
devem ser rearranjadas de forma que todos os valores prescritos fiquem do lado direito
da Equagio (3.40). Multiplicando a nova matriz [G] pelo vetor que contém todos os
valores prescritos de for¢a de superficie e deslocamento é obtido um sistema de

equagoes:
[Alix} = {B} (.41)

Uma vez resolvido o sistema de equagdes acima sdo obtidos os valores de forga

de superficie e deslocamento antes desconhecidos.

3.5.2. Propriedades da matriz [H]

Os termos da matriz [c] que devem ser somados & matriz [H] sdo complicados de
serem obtidos quando o ponto fonte esta no contorno ndo suave. Porém, a matriz [H]
possui uma propriedade que permite o calculo indireto desses termos. Essa propriedade
deriva do movimento de corpo rigido.

O conceito de movimento de corpo rigido envolve deslocamentos na auséncia de
forgas. Com isso, se um corpo finito se desloca no espago sem que haja deformagio, as

forgas resultantes sdo nulas. Assim, tem-se:

[Hu} = {0} (3.42)
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Considerando um deslocamento unitario do corpo no sentido positivo do eixo xi,

o vetor u; para esse caso € o seguinte:

pf=o1o .10 (3.43)

Como o produto de uma linha i qualquer da matriz [H] pelo vetor {u;} deve ser

nulo, obtém-se a seguinte propriedade:
H; +Hj +...+ H{y ) =0 (3.44)
Se 0 mesmo ¢ feito para o €ixo x;, tem-se:

HY, +H) +...+H{,,)=0 (3.45)

No caso de corpo infinito, a integral do nicleo p*, sobre um contorno localizado
no infinito, resultara uma carga unitaria na dire¢io considerada em sentido contrario ao

eixo coordenado. Assim, para o caso de linhas impares:

H; +Hj +...+ Hj, 4y =1

: , 3.46a-b
H, +H,+...+H},,)=0 ( )

E para o caso de linhas pares:

H) +H} +..+Hj,,,, =0

_ A (3.47a-b)
H, +H, +..+Hj,) =1

Os termos da matriz [c], no caso de dominios finitos, podem ser calculados

percorrendo cada linha / da matriz [H] com as seguintes operagdes:
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. (3.48a-b)
S, = l:H(zj)]

Os termos da matriz [c¢] séo:

1 _Qt
CI—SI

‘ ‘ (3.49a-b)
¢, =-S}

3.5.3. Deslocamentos e tensdes nos pontos do dominio

Os deslocamentos dos pontos internos podem ser calculados por meio da

Identidade Somigliana em fungdo dos deslocamentos e forgas no contorno. Para cada

ponto interno é escrita a seguinte equagdo:
fu}= z{ g[u'mdr}{p}j—g{glp*mdr}{u}j 650

As tensOes nos pontos internos podem ser calculadas derivando os
deslocamentos nos pontos internos e introduzindo as correspondentes deformages nas

relagGes tensdo-deformagao, obtendo-se assim a seguinte expressio:

G, = ! D,u.jpkdr—! Sy U, dl (3.51)

onde

1 1
Dy, = ;{(]"ZV){Skir,j +0yr; =81, }+ Zrrr, }m (3.52)
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Sy, = 2 { [(1 2V)5.,rk +v(8ikr,j +6jkr,i)" 4rrr, ]"' 2v(nir.jr,k +njr,ir,k)
(3.53)
+(1- 2v)(2n Tr +n16‘k+n16“) (1-4v)n, 3 }—

2(1 v)

3.5.4. Integracdes

Para os casos em que o ponto fonte ndo pertence ao elemento integrado, ¢
utilizado integragdo numérica com quadratura de Gauss. O numero de pontos de Gauss
utilizado para a integra¢@o varia de acordo com a distancia do ponto fonte ao elemento.
Na Tabela 3.1, adaptada de Beer (2001), é apresentado o numero de pontos de Gauss
(Ng) para cada valor limite de R/L.

Tabela 3.1 - Nimero de pontos de Gauss para integragio numérica.
Ng R/L

1.6382
1.6461
0.3550
0.2230
0.1490
0.1021
0.0690

| 2| O »n| K~ W] N

onde R representa a distancia do ponto fonte ao né mais proximo do elemento e L é o
comprimento do mesmo.

Para realizar a integracdo numérica é necessario, inicialmente, realizar uma
mudanga nos limites de integragdo na Eq. (3.36), que passa a ser escrita em termos da

coordenada adimensional &;

el 35 T ot =5l o a0

-1 -1
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O jacobiano da transformag@o, para o caso de elementos com aproximagio linear

é dado por:
dir L
E)=—==
€)= =3 (3.55)

As integrais da Equagio (3.54) podem ser entdo transformadas em somatérios:
Ne (N . Ne [Ng . .

s S5 bbbty - 33wl Lok oy 656
=1 Lk=1 =1 Lk=

onde Ng ¢ o namero de pontos de Gauss e wi s30 0s pesos.

Quando o ponto fonte pertence ao elemento integrado tem-se o problema de
singularidade da solug@o fundamental, entdo, as integrais sdo resolvidas analiticamente.
A solugdo das integrais presentes nos elementos das matrizes mostradas nas equagdes

(3.38) e (3.39) produzem equagdes que sdo apresentadas no Apéndice B.

3.5.5. Tensdes em pontos do contorno

As tensdes no contorno podem ser obtidas diretamente a partir dos
deslocamentos e das forgas de superficie previamente calculadas. Para tal, define-se um
sistema local de coordenadas nos pontos do contorno onde se deseja conhecer as

tensdes, tal como mostrado na Figura 3.7.

Figura 3.7 - Componentes locais e cartesianas do vetor de forgas de superficie.
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E possivel encontrar o valor das forcas de superficie no sistema local de
coordenadas com o uso das relagGes (3.57), onde a € o dngulo entre a dire¢do x; global e

a dire¢ido normal ao elemento.

t, = -t senct+t , cosa
t, =t, coso+t,,senc

(3.57)
As tensdes no sistema local s3o as seguintes:
E v
Sl el Vs te2s
Cn =t (3.58)
e
G, =1,

onde &1, € a deformagdo tangencial e pode ser obtida pela equagdio abaixo, onde my; e

my; sdo as componentes do vetor tangencial.

(€)= J('é){[i AL ) . +[ga"’j?(‘t’)(ux2)c}mxz} (.59)

c=|

Para transformar as tensdes locais em tensdes globais é usada uma matriz de

transformacdo obtendo-se:

2 2
O sen o cos’a  —2senocoso | o,

2 2
Oxaxz |=| COS O sen’o 2senaLcoso. | o, (3.60)
Ouxz | |—SENOLCOSCL  SENOLCOSOL (c032 oL —sen Za) G,

O angulo a pode ser escrito em termos das componentes da normal unitaria:

Af Dy,
o = tan (n—J (361)
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3.5.6. Deformacées em pontos no contorno e no dominio
Calculadas as tensdes em quaisquer pontos pode-se determinar as deformagdes
nestes por meio das relagdes constitutivas (3.1), explicitadas em fungio das

deformagdes como se segue:

Eax1 = %[(1 - Vz}’xlxl - V(l + V)cxlxll

€

x2x2 %[‘ V(l + V)me + (1 - Vz}’xzle (3.62a-c)

Eax2 = 2G SIP)

As Equacdes (3.62) sdo validas para o estado plano de deformagdes, porém
podem ser utilizadas em problemas de estado plano de tensGes desde que as constantes

elasticas sejam modificadas de acordo com as seguintes expressdes:

v

v = 3.63
1+v ( )

E = E[l—(%) } (3.64)

3.5.7. Forg¢as de dominio

Nos casos em que as forgas de dominio ndo podem ser desprezadas, o termo de
dominio da Equagdo (3.28) precisa ser avaliado. Para isso existem alguns métodos tais
como: discretiza¢do do dominio em células, vetor de Galerkin, integrais particulares,
reciprocidade multipla e reciprocidade dual.

Em aplicagdes onde a for¢a de dominio é constante, como no caso do peso-
proprio de um solo homogéneo, a integral de dominio pode ser transformada em uma
integral de contorno. Uma técnica eficaz que permite essa transformagio é chamada

Radial Integration Method (RIM), que pode ser encontrada no trabalho de Gao (2002).
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Com a aplica¢@o da referida técnica e considerando o caso de peso-proprio de
um material, a integral de dominio da Equagdo (3.28) ¢ transformada em integral de

contorno, como mostrado na seguinte expressao:

. __ P8 g Ol a1
Iumbde— 161{(1—V)G'I[ran[(3 4V(2 ln I-)Blm +r,lr,mi| (365)

Q

onde G representa o modulo de elasticidade transversal, p ¢ densidade do material e g,
aceleragdo da gravidade.
A Equagdo (3.51), com a qual sdo calculadas as tensGes nos pontos internos,

pode ser reescrita considerando as forgas de dominio:

o, = ][ D,,p,dl -!sk,,ukdr + ;[ D,,b,dQ (3.66)

A integral de dominio que aparece na expressao (3.66) pode ser transformada em

integral de contorno:

or
JDubd0=pgfr—-D,,dr (3.67)
Q r

ondem=12.

3.6. Aplicagdes

3.6.1. Barra submetida ao seu peso-proprio

Como exemplo de aplicagdo da técnica que transforma integrais de dominio em
integrais de contorno, calcula-se o deslocamento na extremidade livre de uma barra
submetida apenas ao seu peso proprio. A solugdo técnica para este problema é obtida

pela expressdo (3.68).



30

bL®
ull)=—2 (3.68)

Considera-se que a forga volumétrica b = 0,25Pa/m e que o comprimento da
barra L = 4m. O modulo de elasticidade (E) da barra ¢ igual a 80000Pa e o coeficiente
de Poisson tem valor igual a zero.

Com os dados apresentados, o deslocamento na extremidade livre da barra ¢
igual a 2,5 x 10°m. O valor obtido discretizando o contorno com 20 elementos foi igual
a 2,52683 x 10”°m, significando uma diferenca de 1,07% entre as técnicas. Assim, pode-
se afirmar que a técnica usada para avaliar o peso-proprio de problemas bidimensionais

leva a resultados satisfatorios.

3.6.2. Cilindro de parede espessa

Este problema representa o caso de um cilindro de parede espessa sob pressio
interna, como mostrado na Figura 3.8 onde, devido a simetria do problema, apenas um
quarto do duto € discretizado. Este exemplo pode ser encontrado em Brebbia e
Dominguez (1992).

Considera-se que a pressdo atuante no cilindro é igual a p = 100N/mm?
enquanto o raio interno e o externo s@o a = 10mm e b = 25mm, respectivamente. O
modulo de elasticidade é igual a E = 200000N/mm? e o coeficiente de Poisson, v = 0,25.

Sdo usadas trés diferentes discretizagoes, dividindo-se o contorno do dominio do
problema em 16, 28 e 40 elementos lineares e nos pontos de canto sio usados nos

duplos.
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(a) Defini¢ao do problema (b) Condicdes de contorno
Figura 3.8 — Cilindro sob pressdo interna.

Deseja-se conhecer os deslocamentos, tensdes e deformagdes na dire¢do radial

nos pontos A, B e C, mostrados na Figura 3.8 (b). Segundo Riley ef al (1999), a solugdo

analitica do problema é dada pelas seguintes expressoes:

(3.6%9a-c)

Os valores de deslocamentos, tensdes e deformagdes para as trés discretizagdes
utilizadas sio mostrados nas tabelas a seguir, assim como a porcentagem do erro

cometido em relacdo a soluc@o analitica do problema.

Tabela 3.2 — Deslocamentos (10°mm).

Ponto | Sol. analitica | 16 elementos | 28 elementos | 40 elementos
A 8,036 7,834 7,956 7,993
B 5,293 5,129 5,226 5.257
C 4,464 4,390 4,440 4,452




Tabela 3.3 — Erro no valor do deslocamento (%).

Ponto | 16 elementos | 28 elementos | 40 elementos
A 2,516 0,989 0,527
B 3,106 1,266 0,691
C 1,667 0,548 0,265
Tabela 3.4 — Modulo das tensGes radiais (Pa).
Ponto | Sol. analitica | 16 elementos | 28 elementos | 40 elementos
A 100,00 56,998 75,762 83,439
B 19,825 20,872 19,729 19,736
C 0,000 3,076 1,125 0,744
Tabela 3.5 — Erro no valor das tensGes (%).
Ponto | 16 elementos | 28 elementos | 40 elementos
A 43,002 24,238 16,561
B -1,047 0,096 0,089
C -3,076 -1,125 -0,744
Tabela 3.6 — Deformagdes radiais (10'4).
Ponto | Sol. analitica | 16 elementos | 28 elementos | 40 elementos
A -6,84 -4.84 -5,78 -6,14
B -1,83 -1,85 -1,82 -1,82
C -0,59 -0,65 -0,58 -0,57

Tabela 3.7 — Erro no valor da deformagio (%).

Ponto | 16 elementos | 28 elementos | 40 elementos
A 29,267 15,463 10,180
B -1,012 0,736 0,439
C -8,908 2,402 3,413

32

Os resultados obtidos sdo satisfatorios para o caso de deslocamentos,

apresentando erros menores que 1% para a maior discretizagio usada, que possui 40

elementos. Com relagdo aos valores de tensGes e deformagBes os erros foram

significativamente grandes, principalmente nos pontos localizados nos cantos. Este fato

pode ser atribuido a aproximagdo feita para o calculo das tensGes nos pontos de

contorno, procedimento que € detalhado na seg¢do 3.5.5.
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3.6.3. Cavidade circular em meio infinito

O exemplo consiste em uma cavidade circular em um meio infinito elastico. A
cavidade tem raio de 3m e € aplicada uma pressdo interna de 100Pa. O material adotado
possui E = 207900Pa e v = 0,1. Deseja-se calcular os deslocamentos, tensdes e
deformagdes em alguns pontos no dominio, cujos quatro primeiros sio mostrados na

Figura 3.9. Este exemplo pode ser encontrado, também, no trabalho de Foltran (1999).

r=4m r=6m r=10m r=20m

Figura 3.9 - Quatro primeiros pontos no dominio.

Para a analise foram feitas trés discretizagdes do contorno usando 32, 40 e 60
elementos lineares e 7 pontos internos. Nas Tabelas 3.8, 3.9 e 3.10 sdo mostrados os
resultados obtidos assim como a solugio analitica do problema. Esses resultados sdo
apresentados, também, nos graficos das Figuras 3.10 a 3.12.

Pode-se calcular a tenséo radial (o;), a deformagio radial (s;) e o deslocamento

radial (u,), pelas seguintes equagdes:

-Pa’
o, =—
_ —Pa’(1+v)
=g (3.70a-c)
_ Pa’(1+v)



onde:

P - pressédo interna;
a — raio da cavidade;
E — modulo de elasticidade;

v — coeficiente de Poisson;

I —raio.
Tabela 3.8 - Deslocamentos nos pontos internos (mm).
Raio (m) | Sol. Analitica | 32 elementos | 40 elementos | 60 elementos
4 1,190 1,176 1,181 1,186
6 0,794 0,784 0,788 0,791
10 0,476 0,470 0,473 0,475
20 0,238 0,235 0,236 0,237
50 0,095 0,094 0,095 0,095
200 0,024 0,024 0,024 0,024
1000 0,005 0,005 0,005 0,005
Tabela 3.9 - Modulos das tensGes radiais nos pontos internos (Pa).
Raio (m) | Sol. Analitica | 32 elementos | 40 elementos | 60 elementos
4 56,250 55,829 55,859 56,058
6 25,000 24,701 24,808 24,914
10 9,000 8,892 8,931 8,969
20 2,250 2,223 2,233 2,242
50 0,360 0,356 0,357 0,359
200 0,023 0,022 0,022 0,022
1000 0,001 0,001 0,001 0,001
Tabela 3.10 - Deformages nos pontos internos.
Raio (m) | Sol. Analitica | 32 elementos | 40 elementos | 60 elementos
4 2,976 2,954 2,955 2,966
6 1,323 1,307 1,313 1,318
10 0,476 0,470 0,473 0,475
20 0,119 0,118 0,118 0,119
50 0,019 0,019 0,019 0,019
200 0,001 0,001 0,001 0,001
1000 0,000 0,000 0,000 0,000
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Deformagies (E-04)

[‘ 0.00
I
|

-0,50

—— Solugdo amalitica /. 32 elementos

40 elementos < 60 elementos

Figura 3.12 — DeformagGes nos pontos internos.

Como pode ser percebido nos graficos apresentados, os resultados obtidos para
as trés diferentes discretizagdes sdo compativeis com a solugdo analitica do problema.
Neste exemplo fica evidenciada uma das vantagens do MEC que ¢ a possibilidade de
considerar todo o meio infinito discretizando apenas o contorno da escavagdo. Dessa
forma, o problema ¢ resolvido com uma quantidade minima de dados e pouco esforgo
computacional.

A boa qualidade dos resultados no calculo de tensdes e deformag¢des nos pontos
internos ¢ limitada pela distancia do ponto ao contorno, devido a singularidade da
solugdo fundamental e, no caso deste trabalho, devido também ao reduzido niimero de
pontos de integragdo, sendo usados no maximo oito pontos. Na Figura 3.13 sdo
mostrados os deslocamentos em pontos internos préximos ao contorno, calculados com
o programa desenvolvido, assim como a solugdo analitica do problema. Pode-se
perceber que os resultados comegam a divergir a uma distincia de aproximadamente
2,6cm do contorno da cavidade, chegando a uma diferenga de aproximadamente 45%,

com relagdo a solugdo analitica, para o ponto mais proximo do contorno.
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Figura 3.13 — Influéncia da distancia ao contorno no calculo dos deslocamentos.

O calculo das tensGes nos pontos internos sofre uma influéncia maior da
distancia ao contorno do que o calculo dos deslocamentos, fato que pode ser visto
claramente na Figura 3.14. Erros de aproximadamente 20% em relagdo a solugio

analitica ocorrem a uma distdncia de 10cm do contorno, chegando a mais de 100% a

5cm do contorno.
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Figura 3.14 - Influéncia da distancia ao contorno no calculo das tensdes.

3.6.4. Carregamento distribuido em meio semi-infinito

Neste exemplo sdo calculadas as tensGes verticais em uma série de pontos, que
formam duas linhas, no interior de um meio semi-infinito onde atua um carregamento
uniformemente distribuido numa faixa de largura constante e comprimento infinito.

Devido ao uso da solugio fundamental de Melan, apenas a parte da superficie do
semi-plano que se encontra sob o carregamento precisa ser discretizada. Foram
utilizadas trés discretizagdes com dois, quatro € oito elementos.

Segundo Poulos e Davis (1973) as tensSes nos pontos dentro do meio semi-

infinito podem ser calculadas pelas seguintes expressdes:

c, = P [a +sena. cos(oc + 26)]
T

= %[a —seno. cos(o + 28)] (3.71a-~c)

P

= Zsenasen(o + 25)
T

XXy
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enquanto os deslocamentos nos pontos da superficie, com relagdo ao centro do

carregamento, podem ser obtidos por:

p, (0,x,)-p,, (o,o):gp(—){(xl ~b)lnfx, b~ (x, +b)Injx, +b|+ 2bInb}  (3.72)

1-v?
TE

As variaveis que aparecem nas Equagdes (3.71a-c) e (3.72) sdo mostradas na

seguinte figura:

L 2
I 1
P
sl \ X
\\ \ o
\\\ u\o
\\\
fol

Figura 3.15 — Carregamento uniformemente distribuido no semi-plano.

Para o exemplo proposto, o carregamento (p) aplicado na superficie tem valor
igual a 100kN/m?, distribuido numa faixa de largura (2b) igual a 12m. O solo em
questdo possui modulo de elasticidade que vale 2000kN/m’ e coeficiente de Poisson
igual a 0,2. Sdo calculadas as tensdes verticais ao longo das linhas tracejadas mostradas

na Figura 3.16.
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40

20m

Figura 3.16 — Linhas formadas pelos pontos onde sio calculadas as tensdes.

Na Figura 3.17 sdo mostrados valores das tensdes na dire¢do x; ao longo da

linha horizontal mostrada na Figura 3.16 para as trés diferentes discretizagdes. Pode-se

notar que, em compara¢do com a solugdo analitica do problema, o uso de apenas dois

elementos ja apresenta resultados coerentes. O mesmo é valido para as tensdes

calculadas ao longo da linha vertical cujos valores sido apresentados na Figura 3.18.

1060,0 -
90,0
80,0 -
70,0 4
60,0 1
50,0 -
40,0
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30,0 A
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10,0 -

0,0

-10,00 -8,00 -600 -400 -200 0,50 250 450 650 8,50

AL M A IO B T O N B N S N N B Rt IR B DN NN N NN B BN B B}

Coordenada x, (m)

—— Solugfio analitica .. 2elementos /. 4elementos - 8 elementos

Figura 3.17 — Tensdes verticais ao longo da linha horizontal que passa no dominio.
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! ——— Solugdo analitica 2 elementos . 4 elementos 8 clementos

Figura 3.18 — Tensdes verticais ao longo da linha vertical que passa no dominio.

Os erros cometidos no calculo das tensdes em cada ponto da linha horizontal que
passa pelo dominio sdo mostrados na Figura 3.19, enquanto os erros relacionados a
linha vertical sdo apresentados na Figura 3.20. Em ambos os casos os erros cometidos
sdo menores que 0,5% para uma discretizagdo com dois elementos e tendem a 0% com

o aumento do nimero de elementos, como esperado.



Erros - Linha horizontal

Coordenada y (m)

— 2 elementos —— 4 ¢lementos —— 8 elementos

Figura 3.19 - Erro no calculo das tensdes ao longo da linha horizontal.

Erros - Linha vertical

O oo

Erro (%)

Coordenada x (m)

—— 2 elementos — 4 elementos —— 8 elementos

Figura 3.20 — Erro no calculo das tensdes ao longo da linha vertical.
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Capitulo 4

Formulacio do Método dos Elementos Finitos

4.1. Introducido

O Método dos Elementos Finitos é uma técnica numérica onde o dominio do
problema ¢ dividido em um nimero discreto de elementos de dimensdes finitas,
chamados de elementos finitos, que sdo interligados por meio de certo numero de
pontos nodais.

No modelo de deslocamentos do Método dos Elementos Finitos, arbitra-se o
campo de deslocamentos de cada elemento em fungdo dos deslocamentos nodais e,
ento, substitui-se a interagdo de componentes de tensdo entre elementos adjacentes pela
interagdo de forgas nodais entre elementos. O equilibrio infinitesimal do meio continuo
¢ substituido pelo equilibrio de cada elemento finito trocando-se as equagles
diferenciais de equilibrio por equagdes algébricas de equilibrio do elemento como um
todo. A partir das equagdes algébricas de cada elemento obtém-se o sistema de equagdes
de equilibrio da malha de elementos. Com a adi¢do das condigdes de contorno pode-se,
entdo, chegar a solugdo em termos de deslocamentos nodais.

Neste trabalho as estruturas sdo discretizadas por elementos finitos de pdrtico
bidimensional. Assim, neste capitulo ¢ mostrada a formulagio do referido elemento,
bem como s3o apresentados alguns exemplos. Para a elaboragdo deste capitulo foram
consultadas, principalmente, as seguintes referéncias: Bathe (1996), Cook (1995),
Ribeiro (2005) e Soriano (2003).
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4.2. Equacionamento basico

Deseja-se resolver numericamente a equagao diferencial (3.4), reescrita como
Eq. (4.1), que é conhecida como a equagio de equilibrio de um elemento infinitesimal.

Este problema pode ser resolvido usando consideragdes de residuos ponderados.

c,;+b =0 (4.1)

O contorno I' do corpo pode ser dividido em duas partes, I'; e 2. As condigdes

de contorno essenciais s@o aplicadas em I’y e as naturais, em I';. Dessa forma ¢ valido

paral’):

u, =1, (4.2)
Para I'; ¢ valido:

P, =P (4.3)

O erro gerado com a substitui¢do da solugio exata do problema por uma solugio
aproximada pode ser ponderado. Para tal pode ser usada como fungdo ponderadora um

deslocamento virtual u,. Ponderando o erro em todo o dominio Q, pode-se escrever:

[(5,,+b,)i,da=0 @.4)

n

que pode ainda ser escrita como

[ o, 0do+[ bide=0 “5)

Integrando a primeira parte da Eq. (4.5) por partes e substituindo o resultado na
Eq. (4.4), tem-se:

£5|,§,_id§z: [ bda+ ! p,u,dl (4.6)
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Escrevendo a expressdo acima na forma matricial e aplicando as condi¢Ges de

contorno, ¢ obtido:

J6Y tolao = [ G blio+ [ fplar @
Q Q T,

Para resolver a Eq. (4.7) usando o Método dos Elementos Finitos, o dominio do
problema é dividido em uma série de elementos onde a equagdo € aplicada e a
influéncia desses elementos é somada. Para cada elemento a equagdo pode ser escrita

COmo.

JETDelde = [} blaa+ [GF fplar

(4.8)

onde [D] é a matriz constitutiva.

Os campos de deslocamentos e deformagdes em cada elemento podem ser
aproximados em fungido dos deslocamentos nodais do elemento usando, para isso,
fungdes interpoladoras. Assim, o vetor de deslocamentos {u} e o vetor de deformagdes

{e} podem ser escritos da seguinte forma:

fu)=[@fu=+ | (49)
fe}=[BRu~' } (4.10)
onde {u™*} & o vetor que contém os deslocamentos nos nés do elemento e, [®] e [B]

sdo, respectivamente, matrizes de interpolagio de deslocamento e da relagdo
deslocamento-deformagio.
Usando as expressdes (4.9) e (4.10), a Equagdo (4.8) pode ser reescrita da

seguinte forma:
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s }T[ i[BF[D]IB]dQJ{uM b o [ floT {b}asz]
o }T[ rfe{u}T{ﬁ}dr]

(4.11)

Resolvendo-se as integrais é obtido o seguinte sistema de equagdes para o

elemento:

K o~ }= .} (4.12)

onde [K.] é a matriz de rigidez do elemento e € expressa da seguinte forma:

K.]= ;[[BIF [p]BkO (4.13)
e {f.} ¢ o vetor de cargas nodais do elemento, que é escrito como se segue:

{f.3= é[[(I)]T blaQ + E[{“}T {p)dr (4.14)

Escrevendo a Equagdo (4.12) para todos os elementos é formado um sistema de
equagdes, representado pela expressdo (4.15), que apds a aplicagdo das condigdes de
contorno do problema, pode ser solucionado, resultando nos valores de deslocamentos

de todos os nds da malha de elementos.

[KKu}={£} (4.15)

4.3. Elemento finito de pértico plano

Neste trabalho as estruturas sdo discretizadas com elementos finitos de pértico
bidimensional. Esses elementos possuem caracteristicas de elementos de barra, que
possuem um grau de liberdade por né (deslocamento axial), e de elementos de viga, que

tém dois graus de liberdade por n6 (deslocamento lateral e rotagio).
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Na Figura 4.1 sdo mostrados os graus de liberdade do elemento finito onde u;
representa o deslocamento longitudinal e u;; e u;3 representam o deslocamento lateral e a

rota¢io do no 7, respectivamente. O mesmo vale para o ndj.

Figura 4.1 — Elemento finito de portico bidimensional.

4.3.1. Matriz de rigidez

A matriz de rigidez do elemento de pértico bidimensional € montada a partir das
matrizes de rigidez dos elementos de barra e de viga. Essas matrizes, por sua vez, sdo
obtidas com a aplica¢do da expressdo (4.13).

Para obter a matriz [B] para o elemento de barra escreve-se, inicialmente, o
deslocamento axial (u) de um ponto qualquer da barra, em fungdo dos valores nodais de

deslocamento (u; e uz) e considera-se uma interpolacéo linear:

u=rfx.ﬂ$}:mm} (4.16)

u,

A deformacio axial &, € dada por:

= == Bl “.17)
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onde

[13.]:[‘—l l] (4.18)

L L

No caso do elemento de barra a matriz constitutiva [D] é simplesmente o modulo

de elasticidade E do material. Assim, pode-se escrever a matriz de rigidez:

et AE _AE
Ll 2! Dage=] L L

[Ke]-! 1 E[L L]Adx_ e AE (4.19)
L L L

onde A e L sdo, respectivamente, area da seg¢do transversal e o comprimento do
elemento.

A forma da Equag@o (4.13) para elementos de viga é a seguinte:

k.- [[BI Exfekx (4.20)

onde I é o momento de inércia.
Para obter a matriz [B] do elemento de viga, escreve-se o deslocamento lateral

em termos das seguintes fungGes de forma:

(4.21a-d)
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ou seja,

Y,
v=[N, N, N, N, 3‘ = [NKd} (4.22)
0,
A curvatura da viga é
d’v d°
=——INKdi{=|B 4.23
o = o7 1N} = [Blid} (4.23)
onde

[B]_ _£+_1£ 4 6x 6 12x _3+6_x
) S L L* L* L} L 12

(4.24)

Substituindo a expressio (4.24) em (4.20) é obtida:

12 6L -12 6L

K ]:ﬂ 6L 41> -6L 2L’ 4.25)

“1*[-12 -6L 12 -6L ‘
6L 21> -6L 417

Unindo as matrizes de rigidez dos elementos de viga e barra pode-se, entdo,
escrever a matriz de rigidez do elemento de pértico:
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== 0 0 -= 0 0
L L
12EI 6EI 12EI  6EI
0 3 32 0 T Y3 BTN
L L L L
0 6EI 4EI 0 6ElI  2EI
K ]= EA 15 L L’ L (4.26)
-—— 0 0 % 0 0
L L
12E1 6EI 12EI 6EI
0 T T 0 3 Tz
L L L L
6EI 2El 6El  4EI
L L L L L

A matriz de rigidez obtida esta escrita nas coordenadas locais do elemento. Na
montagem da matriz de rigidez global da estrutura, as matrizes de todos os elementos
devem estar escritas no mesmo sistema de coordenadas que € o sistema global da
estrutura. Para isso é usada a matriz de incidéncia cinematica [B] e a aplicagdo da

seguinte expressio:

K.}, =[I' k. Ig] 4.27)

onde [K.]; representa a matriz do elemento no sistema global e

[ cos® sen® O 0 0
—sen® cos® O 0 0
0 0 1 0 0
0 0 O cosO senO
0 0 O -—sen® cosO
0 0 o0 0 0

[e]

(4.28)

S © O © ©

Pk

onde 0 ¢ o dngulo mostrado na Figura 4.1.

4.3.2. Vetor de for¢as nodais
O vetor de forgas nodais da estrutura € formado pelas forgas aplicadas
diretamente nos noés, bem como pelas forgas nodais equivalentes, oriundas dos

carregamentos uniformemente distribuidos sobre os elementos.
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Para transformar carregamentos distribuidos em for¢as nodais equivalentes é

usada a seguinte matriz de transformagéo, mostrada em Leite ez a/ (2003):

Lo ok o o

3 6

o ML _1 4 3 _1
20 2 20 2

o L L L L

cl-|, 20 12 30 12 4.29)

Z 0 0 = 0 o0

6 3

o X 1 4 L 1
20 2 20 2

o L L , L' L

T30 12 20 12 |

A matriz de transformagdo permite que o sistema de equagdes gerado pela
aplicagdo do MEF seja acoplado ao sistema obtido pelo MEC. Essa matriz é necessaria
porque o MEF trata de for¢as nodais enquanto o MEC lida com forgas de superficie,
sendo necessario uma compatibilizagio entre as variaveis presentes nos dois métodos.

O sistema de equagbes global pode apresentar problemas de instabilidade
numeérica. Este fato pode ocorrer devido aos valores dos elementos das matrizes de
rigidez e transformagdo poderem apresentar uma grande diferenga em sua magnitude.
Becker (1992) trata deste tipo de problema, sendo que aplicado a sistemas de equagdes
provenientes do MEC. Este autor sugere a aplicagdo de um fator de escala 4 matriz que
apresenta os menores valores, que no caso de sistemas de equagdes produzidos pelo
MEF ¢ a matriz de transformacdo [C]. Com a aplicag@o do fator de escala a Eq. (4.15) é

reescrita da seguinte forma:

[k u}= SF[C]SLF{P} (4.30)

O fator de escala (SF) é obtido por:



52

E
SF=—— (431)

onde Ly € 2 maior distancia entre dois pontos quaisquer da discretizagao.
Apos a resolugio do sistema o vetor {P} ¢ multiplicado pelo fator de escala para

que seus valores fiquem na ordem de grandeza original.

4.4. Aplicagdes
Nos exemplos desta secdo, deseja-se calcular os deslocamentos nos pontos B e C

das estruturas, cujos elementos possuem as seguintes propriedades:

Tabela 4.1 — Propriedades dos elementos.

I Propriedade Valor
Mbdulo de elasticidade | 10000kN/m”

Area da segiio transversal 0,15m"
Momento de inércia 0,003125m"

Os resultados obtidos com o programa desenvolvido neste trabalho sdo

comparados com os valores obtidos com o uso do software FTOOL (TecGraf, 2002).

4.4.1. Estrutura 1
A Figura 4.2 representa uma viga engastada de 4,0m de comprimento em cuja

extremidade atua uma forca concentrada no valor de 1,0kN. A viga foi discretizada com

dois elementos de portico.

1.0 kN

_5;____.._, S b - &

= 200 m— = 200 m —

Figura 4.2 — Viga engastada com carga concentrada.
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Na Tabela 4.2 sio mostrados os valores dos deslocamentos verticais e
horizontais nos pontos B e C da estrutura e na Tabela 4.3, as rea¢des de apoio no ponto

A, onde pode-se notar que resultados obtidos pelo presente trabalho sio satisfatorios.

Tabela 4.2 — Deslocamentos nos nos da estrutura 1 (m).

Presente trabalho | FTOOL
Desl. x 0,000 0,000
Ponto B
Desl. y -0.2133 -0,2133
Desl. x 0,000 0,000
Ponto C
Desl. y -0.6827 -0,6827

Tabela 4.3 — Reacdes de apoio no engaste da estrutura 1.

Presente trabalho | FTOOL
Reagdo na dir. x (kN) 0,00 0,00
Ponto A | Reagdo na dir. y (kN) 1,00 1,00
Momento fletor (kN.m) 4,00 4,00

4.4.2. Estrutura?2

Este exemplo consiste em um portico, mostrado na Figura 4.3, onde atua um
carregamento uniformemente distribuido com valor igual a 2,0kN/m. A estrutura foi

discretizada com trés elementos finitos.

;mmuumfffmuuuuuuu
(.

‘B
,‘/

S0m

S

) 35 -

. 4>

1

4w A

H
‘r,(A,.,,, — 200 o

Figura 4.3 — Portico plano com carregamento distribuido vertical.
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Os resultados obtidos para este exemplo sdo mostrados na Tabela 4.4 e na
Tabela 4.5. Em vista dos resultados apresentados, pode-se afirmar que o programa

desenvolvido para a andlise de estruturas formadas por elementos de pértico

bidimensional apresenta resultados adequados.

Tabela 4.4 — Deslocamentos nos nés da estrutura 2 (m).

Presente trabalho | FTOOL
Ponto | Desl. x 0,1852 0,1852
B |Desly -0.1326 -0,1326
Ponto | Desl. x 0,1820 0,1820
C Desl. y -0,0100 -0,0100

Tabela 4.5 — Reagdes de apoio.

Presente trabalhe | FTOOL
Reagio na dir. x (kN) 1,212 1,212
Ponto A | Reacdo na dir. y (kN) 2,978 2,978
Momento fletor (kN.m) 1,867 1,867
Reacdo na dir. x (kN) -1,212 -1,212
Ponto D | Reacio na dir. y (kN) 5,022 5,022
Momento fletor (kN.m) 0,000 0,000
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Capitulo 5

Acoplamento entre o MEC e 0o MEF

5.1. Introdugdo

Existem duas abordagens principais para se realizar o acoplamento entre o Método
dos Elementos de Contorno e o Método dos Elementos Finitos. No primeiro tipo de
abordagem a regido discretizada em elementos de contorno € considerada como um
elemento finito equivalente, onde sua rigidez é calculada e incluida na matriz de rigidez
global. Por sua vez, o segundo modo de acoplamento, que segundo Brebbia e
Dominguez (1992) foi proposto por Brebbia e Georgiou (1979), consiste em tratar a
regido de elementos finitos como um elemento de contorno equivalente, assim, suas
matrizes de rigidez s3o determinadas e associadas as matrizes do MEC através da
técnica de sub-regides. Neste trabalho é usado o segundo tipo de acoplamento
MEC/MEF.

5.2. Técnica de sub-regides

A formulagdo do MEC mostrada neste trabalho é aplicavel apenas a dominios
homogéneos, porém, em muitos casos o meio € composto por diversas zonas
homogéneas que possuem propriedades diferentes entre si. Este tipo de problema pode
ser analisado com a mesma formulagdo usada em dominios homogéneos aplicando-se a
técnica de sub-regides para acoplar as diversas zonas homogéneas.

Esta técnica consiste em reunir, em um Unico sistema, os sistemas de equagdes
provenientes da aplicagdo do MEC a cada sub-regido. Para isso sdo considerados o
equilibrio de forgas e a compatibilidade de deslocamentos na interface entre as sub-
regides.

Considera-se o dominio mostrado na Figura 5.1, dividido em trés sub-regides.



Figura 5.1 - Dominio dividido em trés sub-regides.

I, I's
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O sistema de equagdes resultante da aplicagdo do MEC na sub-regido Q; € dado

pela seguinte expressao:

i & -fer o] LA

Para a sub-regido Q, ¢ obtido,

uf oy
[oF WP EER =[P [GF [GF} &)
ol oF

e, por sua vez, para a sub-regiao Q3:

b o] 1 -for teF] P

onde

['; — parte externa do contorno da regido Q;;

I'ij — contorno entre as regides £; e &,

G.1)

(5.2)

(5.3)

{u}', {p}' — deslocamentos nodais e forgas de superficie nos nos do contorno I'; da

regido €;;
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{u}¥, {p}" — deslocamentos nodais e forgas de superficie nos nos do contorno I';; como
parte da regido Q;

[HY, [G] - partes das matrizes [H] e [G] obtidas para a regidio Q; que multiplicam {u}'e
{p}’, respectivamente;

[H]?, [G]’ - partes das matrizes [H] e [G] obtidas para a regiZio Q; que multiplicam {u}”
e {p}", respectivamente.

Aplicando as condi¢cdes de equilibrio de forgas e compatibilidade de

deslocamentos, que sao

. 5.4a-d
p) =—lpf (40

o seguinte sistema de equagdes é obtido:

Hf o o M -[cGF o o |{uf
o MF o [P [GF' MP -[cPR{upt

o o [HP o o [HP [6F | P

(5.5)

G] o o [6gf o o o ||}
=lo [6f o o [G]' [P o Rfp}

o o [GP' o o o [cf|/fF}

onde {F}j representa forgas aplicadas na interface entre as regides Q; e Q;.
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5.3. Aplicacdes

A seguir sdo apresentados exemplos de acoplamento entre sub-regides
discretizadas por métodos diferentes (MEC/MEF) e, também, pelo mesmo método
(MEC/MEC e MEF/MEF). Com isso é mostrado que a técnica de sub-regides € uma

ferramenta eficiente de acoplamento.

5.3.1. Acoplamento MEC/MEC
A cavidade circular refor¢ada da Figura 5.2 esta submetida a uma pressao
uniforme igual a 1000kN/m”. Deseja-se calcular os deslocamentos nos pontos indicados

do dominio infinito considerando diferentes espessuras da camada de refor¢o.

Reforgo
o) ) ] [} O
\. &
> T S D S e
3.3 1 0.3m  20m 2.0 m 20m
r.
X, 00

Figura 5.2 — Cavidade em meio infinito com reforgo.

A camada de reforgo possui modulo de elasticidade igual a 25700000kN/m? e
coeficiente de Poisson igual a 0,15. Por sua vez, o solo circundante tem moddulo de
elasticidade que vale 12850000kN/m” e coeficiente de Poisson igual a 0,20.

O contorno da cavidade foi discretizado com 40 elementos lineares e o contorno
do reforgo com 80 elementos lineares, todos distribuidos uniformemente ao longo do
perimetro.

Na Figura 5.3 s@o mostrados os deslocamentos nos pontos internos para

espessuras de refor¢o iguais a 10cm, 20cm e 30cm. Também sdo apresentados os



59

valores de deslocamentos para o caso de ndo existir refor¢o, obtidos com a solugdo

analitica e, também, com 0 MEC.

Deslocamentos nos pontos intemos
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Distancia do centro da cavidade (m)

0 Semreforgo A Reforgo 10 em (mec/mec)

Reforgo 30 cm (mec/mec)

Figura 5.3 — Deslocamentos nos pontos do dominio.

Pode-se notar pelo grafico que, como esperado, os deslocamentos ficam menores

a medida que aumenta a espessura da camada de reforgo, sendo que esta diminuigdo é

menos acentuada a medida que se afasta do local de aplicagdo do carregamento.

5.3.2. Acoplamento MEF/MEF

O exemplo consiste em uma viga de 4m, engastada em uma extremidade,

submetida a um carregamento igual a 0,2kN/m, uniformemente distribuido em todo o

viio, como mostrado na Figura 5.4. A area da se¢do transversal tem 0,3m” e momento de

inércia igual a 0,01406m*. O médulo de elasticidade do material é 10000kN/m?.
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Figura 5.4 — Viga engastada

A viga foi analisada de duas formas distintas, quais sejam, considerando a
mesma formada por apenas uma sub-regido e por duas sub-regides, que consistem em
metade da viga, que possuem as mesmas propriedades. Na Tabela 5.1 sdo mostrados os

valores de deslocamentos, em centimetros, nos pontos A, B e C para cada caso.

Tabela 5.1 — Deslocamentos nos pontos A, B e C (cm).

NG 1 sub-regido 2 sub-regides

dx dy dz dx dy dz
A [0,000| 0,000 | 0,000 | 0,000| 0,000 | 0,000
B |0,000|-1,612|-1,327| 0,000 | -1,612 | -1,327
C |0,000 | -4,552 | -1,517 ] 0,000 | -4,552 | -1,517

O valor calculado do deslocamentos nos pontos escolhidos foi o mesmo, quer
seja considerando uma ou duas sub-regides. Dessa forma pode-se afirmar que a

utiliza¢do da técnica de sub-regides ndo agrega erros significativos aos resultados.

5.3.3. Acoplamento MEC/MEF

Este exemplo tem como objetivo verificar o acoplamento MEC/MEF. O
problema consiste em uma chapa formada por duas sub-regides (Q; e Q;), que sdo
discretizadas pelo MEC, acopladas a uma estrutura reticulada formada por quatro
barras, como é mostrado na Figura 5.5. Sdo calculados os deslocamentos e as forgas de
superficie nos nos das sub-regides Q; e Q;, assim como os deslocamentos nos nos da
estrutura reticulada. Este problema € encontrado em Komatsu (1995) e os valores aqui
calculados sdo comparados com os resultados obtidos pelo referido autor.

A chapa possui modulo de elasticidade igual a 1,0 e coeficiente de Poisson igual
a 0. Por sua vez, a estrutura reticulada tem mddulo de elasticidade igual a 1,0, 4rea da

se¢do transversal e 0 momento de inércia s@o iguais a 1,0 e 0,083333, respectivamente.



61

A barra 1 da estrutura reticulada estd submetida a um carregamento uniformemente

distribuido p que vale 1. Todas as unidades utilizadas sd@o compativeis.

1 m

Figura 5.5 — Dominio bidimensional acoplado com estrutura reticulada.

I m

1m

Im

Tabela 5.2 — Deslocamentos e forgas de superficie nos nés da sub-regiao Q1.

Pto | Desl. x Desl. y | Forca sup. x | Forca sup. y
1 | 0,000000 | 0,000000 0,000000 0,000000
2 | 1,000348 | 0,000096 0,000000 0,000000
3 | 1,000348 | 0,000096 0,999984 -0,000003
4 |1,000348 | -0,000096 | 0,999984 0,000003
5 | 1,000348 | -0,000096 | 0,000000 0,000000
6 | 0,000000 | 0,000000 0,000000 0,000000
7 | 0,000000 | 0,000000 | -1,000003 0,000239
8 |0,000000 | 0,000000 | -1,000003 -0,000239

Tabela 5.3 — Deslocamentos e forgas de superficie nos nos da sub-regido Q1 obtidos por

Komatsu (1995).

Pto | Desl. x Desl. y | Forca sup. x | For¢a sup. y
1 |0,000000 | 0,000000 | 0,000000 0,000000
2 | 0,999998 | -0,000000 | 0,000000 0,000000
3 ]0,999998 | -0,000001 | 0,999998 -0,000000
4 | 1,000001 | -0,000000 | 1,000001 0,000000
5 | 1,000000 | -0,000000 | 0,000000 0,000000
6 | 0,000000 | 0,000000 [ 0,000000 0,000000
7 | 0,000000 | 0,000000 | -1,000000 -0,000000
8 | 0,000000 | 0,000000 | -0,999999 0,000000




Tabela 5.4 — Deslocamentos e forgas de superficie nos nos da sub-regido Q2.

Pto | Desl. x Desl. y | Forga sup. x | Forca sup. x
1 {1,000348 | 0,000096 0,000000 0,000000
2 |2,000693 | 0,000015 0,000000 0,000000
3 |2,000693 | 0,000015 1,000000 -0,000197
4 |2,000693 | -0,000015| 1,000000 0,000197
5 12,000693 | -0,000015{ 0,000000 0,000000
6 | 1,000348 | -0,000096 | 0,000000 0,000000
7 | 1,000348 | -0,000096 | -0,999984 -0,000003
8 |1,000348 | 0,000096 | -0,999984 0,000003

Tabela 5.5 — Deslocamentos e forgas de superficie nos nos da sub-regido Q2 obtidos por

Komatsu (1995).
Pto | Desl. x Desl. y | Forca sup. x | For¢a sup. Y
1 [0,999998 | -0,000000| 0,000000 0,000000
2 | 1,999996 | -0,000004 | 0,000000 0,000000
3 |1,999996 | -0,000004 | 1,000001 0,000000
4 |2,000002 | -0,000004 | 0,999998 0,000000
5 |2,000002 | -0,000004 | 0,000000 0,000000
6 | 1,000001 | -0,000000 | 0,000000 0,000000
7 |1,000001 | -0,000000 | -1,000001 -0,000000
8 10,999998 | -0,000001 | 0,999998 0,000000

Tabela 5.6 — Deslocamentos nos nos da estrutura reticulada.

Pto | Desl x Desl. y | Rotaciio z
1 |2,500693 [ 0,000001 | -0,25001
2 |2,500693 | -0,000001 | 0,25001
3 [2,000693 | -0,000015 | -0,24999
4 |2,000693 | 0,000015 | 0,24999

Tabela 5.7 — Deslocamentos nos n6s da estrutura reticulada obtidos por Komatsu
(1995).

Pto | Desl x Desl. y | Rotacio z
1 |2,500002 | 0,000001 | -0,249993
2 |2,499996 | 0,000001 { 0,250006
3 | 1,999996 | -0,000004 | -0,249993
4 |2,000002 | -0,000004 | 0,250006

Os resultados obtidos sio mostrados nas Tabelas 5.2, 5.4 e 5.6, e sdo compativeis
com os valores apresentados por Komatsu, reproduzidos nas Tabelas 5.3, 5.5 e 5.7.
Assim, pode-se afirmar que o procedimento de acoplamento MEC/MEF apresenta bons

resultados.
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Capitulo 6

O Programa Computacional

6.1. Introducio

Com base nas formula¢des do Método dos Elementos de Contorno e do Método
dos Elementos Finitos foi desenvolvido um codigo computacional para, entre outras
aplicagdes, realizar a analise de problemas de interagio entre o solo e estruturas
reticuladas. O programa foi desenvolvido em linguagem de programagio C.

Inicialmente as duas técnicas numéricas foram implementadas separadamente,
criando-se assim dois programas distintos, os quais foram usados para estudar os casos
apresentados nos Capitulos 3 e 4. Posteriormente foi criado um uUnico programa que
contém todos os arquivos fontes presentes nos dois programas e alguns arquivos
complementares, usados para realizar o acoplamento entre os métodos.

O codigo ¢ dividido em diversos arquivos fontes onde estdo escritas as fungdes
que sdo chamadas pelo programa principal. As fungGes mais importantes sdo

apresentadas na Tabela 6.1.



Tabela 6.1 — Principais fungges.

| Fungio Descricio

Main Fungdo principal onde é feita a leitura dos arquivos de entrada,
chamada das fun¢Ges e impressdo dos resultados.

GH Monta o sistema de equagdes das sub-regides discretizadas com o
MEC.

AllocM Aloca, nas matrizes globais, as matrizes provenientes das diversas
sub-regides que, no caso do MEC, sdo as matrizes de influéncia [G]
e [H]. Para o MEF, sio as matrizes de rigidez [K] e de
transformagio [C].

AllocV Aloca, no vetor global, os vetores de valores prescritos de cada sub-
regiao.

StiffMat Monta a matriz de rigidez global [K] das estruturas reticuladas.

MatrixGNeq Monta a matriz de transformagdo global [C] das estruturas
reticuladas.

VRes Separa por sub-regido os resultados obtidos pela resolugdo do
sistema de equagdes global.

FirstNode Realiza a integragdo analitica, necessaria na montagem das matrizes
[G] e [H], para o caso do ponto fonte ser o primeiro nd do elemento.

SecondNode Realiza a integragdo analitica, necessaria na montagem das matrizes
[G] e [H], para o caso do ponto fonte ser o segundo né do elemento.

IntNum Realiza a integragdo numérica, necessaria na montagem das
matrizes [G] e [H].

MatHc Acrescenta a matriz global [H], através de consideragio de
movimento de corpo rigido, as sub-matrizes [c].

BStress Calcula as tensdes nos pontos do contorno.

CoordGauss Informa os pesos e coordenadas dos pontos de Gauss usados na
integragdo numeérica.

NumGauss Calcula o nimero de pontos de Gauss necessarios para realizar a
integragdo numérica.

Kelvin Calcula a solugio fundamental de Kelvin 2 D.

Melan Calcula a solugdo fundamental de Melan.
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Os dados sdo passados ao programa por meio de arquivo com extensdo .txt cujo
formato ¢ baseado no modelo de arquivo neutro (Neutral File) gerado por pré-
processadores usados para resolver problemas que envolvem o MEF. O Neutral File é
um formato de arquivo criado com os objetivos de conter todas as informagGes
necessarias para os programas de pré, pos e analise por elementos finitos, ser facilmente
legivel para programas em FORTRAN ou C e ter uma estrutura muito simples
(TecGraf, 2008). O programa realiza a analise seguindo os passos mostrados no

fluxograma da Figura 6.1.

1 Leitura do arquivo de dados gerais

Leitura dos arquivos de dados das Leitura dos arquivos de dados das
sub-regiSes discretizadas com o MEC | sub-regides discretizadas com o MEF
S v ;
Montagem dos sistemas e alocagfo ‘ Montagem dos sistemas e alocagfio
no sistema global | no sistema global
\l_ B | Alocagéio das matrizes e vetores

5 do sistema global

\'A

Solug#o do sistema global

- Criag#o dos arquivos de saida com os resultados de cada sub-regiio

Figura 6.1 — Fluxo de funcionamento do programa computacional.

6.2. Entrada de dados

Para a entrada de dados € necessario um arquivo para cada sub-regiio e um
arquivo com dados gerais sobre o problema a ser resolvido. O arquivo geral, chamado
nf geral.txt, contém as informagGes basicas do problema, tais como nimero de sub-

regides e de interfaces, que sdo detalhadas na Tabela 6.2.
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Tabela 6.2 — Campos do arquivo de dados de entrada gerais.

Campo Descricio
%NUM.SUBREGIONS | Numero de sub-regiGes.
%NUM.INTERFACES | Numero de interfaces.
%NUM.DOF Numero de graus de liberdade.
%NUM.DOF.COUPLED | Numero de graus de liberdade acoplados.
%NUM.DOF FREE Numero de graus de liberdade nido-acoplados.
%DOF.COUPLED Pares de graus de liberdade acoplados por interface.
%INFO.SUBREGIONS | InformagGes de cada sub-regido: nimero de graus de
liberdade, nimero de noés e nimero de graus de liberdade
acoplados.
| %INFO.INTERFACES | Informagdes de cada interface: nimero de graus de
' liberdade acoplados, identificador da primeira sub-regido e
identificador da segunda sub-regido.
%END Fim do arquivo.
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Para cada sub-regido discretizada com o0 MEC é necessario um arquivo de dados
que informa, por exemplo, se a sub-regido ¢ finita ou infinita e quais graus de liberdade
da mesma estdo acoplados. Na Tabela 6.3 sio mostrados todos os dados necessarios

para a analise destas sub-regides.

Tabela 6.3 — Campos do arquivo de dados de entrada das sub-regides discretizadas com

o MEC.

Campo Definicao

%HEADER ANALYSIS Tipo de analise: estado plano de tensdo ou
estado plano de deformag@o.

%DOMAIN Tipo de dominio: finito ou infinito.

%FUNDAMENTAL.SOLUTION Tipo de solugdo fundamental: Kelvin ou
Melan.

%NODE Nuamero de nos.

%NODE.COORD Coordenadas dos nos.

%INTERIOR.NODE Numero de pontos internos.

%INTERIOR NODE.COORD Coordenadas dos pontos internos.

%ELEMENT Nuamero de elementos.

%ELEMENT.CONECTIVITY Conectividade dos elementos.

%MATERIAL PROPERTY Propriedades dos materiais: mddulo de
elasticidade e coeficiente de Poisson.

%BODY .FORCE Forga volumétrica.

%NODAL.FORCE.VALUE Forgas prescritas.

%NODAL.DISPLACEMENT.VALUE | Deslocamentos prescritos.

%DOF.COUPLED Graus de liberdade acoplados.

%END Fim do arquivo.
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Assim como para as sub-regides discretizadas pelo MEC, as discretizadas com o

MEF precisam de um arquivo de entrada de dados para cada sub-regido. Os dados

necessarios para a analise do problema s3o os seguintes:

Tabela 6.4 — Campos do arquivo de dados de entrada das sub-regies discretizadas com

o MEF.
Campo Definicao
%NODE Numero de nos.
%NODE.COORD Coordenadas dos nos.
%ELEMENT Numero de elementos.
1 %ELEMENT.CONEC Conectividade dos elementos.
' %MATERIAL Propriedades dos materiais: modulo de elasticidade,
area da secdo transversal e momento de inércia.
%NODAL.LOAD Forgas aplicadas nos nos.
%LINEAR LOAD Carregamentos linearmente distribuidos nos elementos.
| %NODAL .DISPLACEMENT | Deslocamentos prescritos.
%DOF.COUPLED Graus de liberdade acoplados.
| %ELEMENT.M Elementos que estdo na interface ou que possuem
carregamentos distribuido.
&END Fim do arquivo.

6.3. Saida de dades

Os resultados obtidos s@o impressos em arquivos com extens3o .txt, separados por

sub-regido. Os dados do arquivo de saida para sub-regiGes resolvidas pelo MEC sio

dividos em duas partes, quais sejam, para pontos que est3o no contorno e para pontos

internos (Tabela 6.5).
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Tabela 6.5 — Campos do arquivo de dados de saida das sub-regiGes discretizadas com o

MEC.
| Campo Definicio
Boundary points Parte do arquivo que contém os resultados relativos aos
)’ pontos do contorno.
 Displacements Informa o namero do no e os valores de deslocamento nas

Node - ux - uy

direcdes x e .

Node - Sxx - Sxy - Syy

Forces Informa o nimero do né e os valores de forga de superficie
Node - fx - fy nas diregcbes x e y.
Stresses Informa o niimero do n6 e os valores de tensdo nas dire¢des

XX, Xy € yy.

} Strains

Node - Dxx — Dxy -Dyy

Informa o nimero do no e os valores de deformagdo nas

dire¢Ges xx, xy e yy.

Stresses: elements

|
|

Parte do arquivo que contém os valores de tensdo por

elemento de contorno.

‘ First node:

J N° - Sxx — Sxy - Syy

Informa o nimero do elemento e os valores de tensdo, no

primeiro no do elemento, nas diregdes xx, Xy e yy.

' Second node:

lN°-Sxx—Sxy-Syy

Informa o numero do elemento e os valores de tensdo, no

segundo no6 do elemento, nas dire¢des xx, Xy e yy.

| Internal points

|

Parte do arquivo que contém os resultados relativos aos

pontos internos.
i Displacements Informa o numero do ponto interno e os valores de
LNode - Ux - uy deslocamento nas diregbes x e y.
| Stresses Informa o nimero do ponto interno e os valores de tensdo

| Node - Sxx - Sxy - Syy

nas dire¢des xx, xy e yy.

! Strains
f Node — Dxx — Dxy -Dyy
L

Informa o nimero do ponto interno e os valores de

deformagdo nas diregGes xx, Xy e yy.
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Na Tabela 6.6 sdo mostrados os dados de saida para sub-regides discretizadas
com o MEF.

Tabela 6.6 — Campos do arquivo de dados de saida das sub-regides discretizadas com o
MEF.

| Campo Definicio

Displacements Informa o nimero do n6 e os valores de deslocamento nas

Node - ux —uy - uz | diregbes x e y € a rotago.

Forces Informa o niimero do no e os valores de forga nas direges x e y
Node - fx — fy - fz € 0 momento.
Esforcos Informa o nimero do elemento e os valores de esforgo normal,

Num - N1 - Q1 - M1 | esforco cortante ¢ 0 momento fletor para os dois nés do
-N2-Q2-M2 elemento.
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Capitulo 7

Aplicacdes

7.1. Introducao

Neste capitulo s3o apresentados trés exemplos que fazem uso da técnica de sub-
regides, seja para acoplamento MEC/MEC ou para acoplamento MEC/MEF. Procura-se
analisar a influéncia de estruturas de reforco na massa de solo sob a qual atua um

carregamento.

7.2. Exemplo 1

Este exemplo representa o caso de um carregamento uniformemente distribuido na
superficie de um semi-plano. Sob parte do carregamento existe uma vala preenchida
com material de caracteristicas diferentes do meio circundante, cujas dimensGes sdo
mostradas na Figura 7.1.

Deseja-se verificar a distribuigdo de tensdes e deformagGes ao longo da linha
vertical que passa no centro da vala (L), considerando dois tipos diferentes de material

de preenchimento da vala, cujas propriedades sdo apresentadas na Tabela 7.1.
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Figura 7.1 — Carregamento na superficie do semi-plano e contorno da vala.

As propriedades dos materiais apresentadas na Tabela 7.1 sdo as mesmas usadas
por Santos Junior e Vieira (2006). O material 1 equivale ao solo que forma o meio semi-
infinito, enquanto os materiais 2 e 3 representam o solo usado no aterro da vala. O

material 2 representa o caso de um aterro compacto e o material 3, por sua vez, de um

aterro fofo.
Tabela 7.1 — Propriedades dos materiais do exemplo 1.
Material Moédulo de elasticidade Coeficiente de Peso especifico
a (kN/m>) Poisson (kN/m°)
1 80000,0 0,25 18,0
2 70600,0 0,25 18,0
3 8800,0 0,25 15,0

Inicialmente é considerado o caso em que o material que preenche a vala é o
mesmo do meio semi-infinito. Comparam-se os valores de tensdes verticais ao longo da
linha L com a solugdo analitica do problema, obtida pela Equag@o (3.71a-c). Para isso o
dominio é dividido em duas sub-regides, uma finita e outra semi-infinita, como

apresentado na Figura 7.2, onde as linhas vermelhas representam a parte do contorno



73

que € discretizado. A sub-regido 1 foi discretizada com 48 elementos lineares e a sub-
regido 2 com 56 elementos. Este procedimento é feito para verificar se a consideragio

de duas sub-regides causa diferencas significativas nos valores de tensio calculados.

T A S P R S

|
i
i
E
{

IR

E,-‘fx
(a) Sub-regido 1 (b) Sub-regido 2

Figura 7.2 — Dominio do problema dividido em duas sub-regides.

Como pode ser observado na Figura 7.3, os valores de tensdo calculados com a
consideragdo descrita anteriormente sdo compativeis com a solugdio analitica do
problema, apresentando um erro médio de 0,48%. Com isso se tem mais um indicativo
que o procedimento de acoplamento MEC/MEC ¢ também eficiente para o caso de

acoplamento entre regides finitas e semi-infinitas.

Tensoes (kNimz)

150,0 200,0 250.0

w
I

N
[
|

Profundidade (m)
)
[=]

]
[

~——- Solugiio analitica »  Solugiio numérica J

Figura 7.3 — Comparagdo entre a solugdo analitica do problema e o acoplamento.
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No grafico mostrado na Figura 7.4 sdo mostrados os valores de tensdes verticais
ao longo da linha L para diferentes tipos de material da vala. Nota-se que a maior
variag@o nos valores de tensdo ao longo da profundidade ocorre no caso de o material
que representa o solo fofo estar presente na vala.

Nos casos em que o material presente na vala é o material 1, o valor da tensdo no
fundo da vala ¢ aproximadamente 28% menor do que a tensio na superficie. Para a
situagdo em que existe o material 2, essa redugdo no valor da tensdo ¢ aproximadamente
igual ao caso anterior, sendo por volta de 30%.

Quando o material que preenche a vala é o material 3 somente 34% da tensdo

aplicada na superficie chega ao fundo da vala.

Tensdes (kN/mz)
50,0 100,0 150,0 200,0 250,0 300,0 350,0
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Figura 7.4 — Tensdes ao longo da linha L para os diferentes materiais.

Na Figura 7.5 sdo mostradas as deformagdes, ao longo da linha L, para os
diferentes materiais presentes na vala. Com relagio as deformagdes na superficie, pode-
se notar que o0 caso em que na vala estd presente o material 3 ocorre o maior valor de
deformagio. Em comparagdo a este valor, as deformagGes sdo aproximadamente 72%
menores, quando na vala existe o material 2. No caso em que o material lesta presente a

diferenga ¢ de aproximadamente 75%, ndo diferindo muito dos valores encontrados com
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o uso do material 2, visto que ambos possuem modulo de elasticidade nio muito
diferentes.

A redugdo no valor das deformagdes ao longo da profundidade da vala foi maior
no caso do material 3, sendo da ordem de 74%. No caso dos materiais 1 e 2 essa

reducdo foi de aproximadamente 39% e 42%, respectivamente.

Deformacgies
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Figura 7.5 - Deformagdes ao longo da linha L para os diferentes materiais.

Foi estudado também o caso em que se considera o peso-proprio do material
presente na vala. Para isso foi usada a técnica de integragio radial (RIM) descrita no
capitulo 3, que pode ser usada para dominios homogéneos sem necessidade de
discretizagio do mesmo.

O grafico da Figura 7.6 mostra os valores de tensdes ao longo da linha L para os
trés diferentes materiais que podem estar contidos na vala. Percebe-se que o
comportamento é praticamente 0 mesmo com relagdo ao caso em que 0 peso-proprio

nao é considerado, ocorrendo 0 mesmo para as deformagdes, mostradas na Figura 7.7.



Tensoes (kNlmz)
0,0 50,0 100,0 1500  200,0 250,0  300,0 350,0
0,0 . 1 . . L £y )
D
I T U O D
A <
[,0 B Y Aemerrereanenan [ S
~ A 04
é LS - Acmeee e Q-
£ . oo
F 2,0 oo R ERLTETEIEERTPPRRIPPRPPE O @-uenen e
é A [+ -4
E 2,5 - s R ERRRIITLE R
A X4
30 e gt 09 -eennen s
A oo
375 P A e etec e Ly R LR TR TR TR
A (-2
40 A4 T R REEEEEEE R e ARREE LR LR R R
o Material 1 o Material2 A Material 3

Figura 7.6 - Tensdes ao longo da linha L para os diferentes materiais, considerando

seu peso-proprio.
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Figura 7.7 - Deformagdes ao longo da linha L para os diferentes materiais,

considerando seu peso-proprio.
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A influéncia da considera¢do do peso-proprio dos materiais nos valores de

tensdes e deslocamentos pode ser visto mais claramente na Figura 7.8, para tensdes, e

na Figura 7.9, para deformagdes.
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Figura 7.8 — Influéncia da consideragdo do peso-proprio do material da vala no valor

das tensdes.
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7.3. Exemplo 2

Considera-se o caso de uma cavidade circular em um meio semi-infinito, cujo
centro dista 3m da superficie e que esta submetida & pressdo interna de 300kN/m* . O
modulo de elasticidade do material ¢ igual a 80000kN/m” e o coeficiente de Poisson,
0,25. O objetivo ¢ verificar a influéncia da colocagdo de um reforgo com espessura de
10cm no contorno da cavidade pressurizada. Para isso sdo calculados os deslocamentos,
na diregdo radial, de vinte pontos localizados ao longo da linha tracejada L (Figura 7.10)

para os casos de haver ou ndo o reforgo.
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Figura 7.10 — Posi¢do da cavidade com relac@o a superficie do semi-plano.

O meio semi-infinito ¢ discretizado com o MEC, usando a solu¢io fundamental
de Melan, que exige a discretizagdo apenas do contorno da cavidade. O reforgo,
representado pela linha vermelha da Figura 7.10, € discretizado com o MEF, cujos
elementos possuem modulo de elasticidade igual a 360000kN/m*. O contorno da
cavidade e o reforco foram discretizados com 24 elementos.

No grafico da Figura 7.11 sdo mostrados os valores de deslocamento nos pontos
localizados ao longo da linha L, para os casos em que existe ou ndo o reforgo. Como
esperado, os deslocamentos diminuem com o aumento da distancia ao ponto onde o

carregamento ¢ aplicado. No caso em que ndo existe reforgo, o deslocamento no ponto
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mais distante da cavidade ¢ aproximadamente 66% menor que o deslocamento do ponto
mais proximo.

A colocagio de um reforgo no contorno da cavidade acarreta uma diminuigao
nos valores dos deslocamentos, como pode ser visto na Figura 7.11. O comportamento
dos deslocamentos ao longo da linha L é o mesmo para o caso em que ndo ha reforgo,
ou seja, uma diminuigio nos seus valores com o aumento da distdncia a cavidade. Neste
caso, a diferenca entre o deslocamento do ultimo ponto em relagdo ao primeiro € por

volta de 57%, ou seja, 9% menor do que no caso em que nao existe a camada de

reforgo.
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Figura 7.11 — Deslocamentos nos pontos do dominio.

Na Figura 7.12 pode ser visto mais claramente a influéncia da camada de reforgo
na magnitude dos deslocamentos. Para o ponto mais proximo do contorno da escavagdo,
ou seja, do ponto de aplicagdo do carregamento, a redugdo no valor do deslocamento ¢é
de 33%. A medida que os pontos ficam mais distantes do contorno da cavidade a
influéncia da camada de refor¢o diminui, assim, para o Gltimo ponto que estid a 3m do

contorno, o deslocamento € reduzido em apenas 14%.
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Figura 7.12 — Porcentagem da redugdo dos deslocamentos.

7.4. Exemplo 3

Este exemplo € baseado em um caso apresentado no trabalho de Barbirato (1999).
O caso consiste em um carregamento uniforme na superficie de um semi-espago,
distribuido em uma faixa de comprimento finito, localizado proximo a uma escavagao.
Sao medidos os deslocamentos ao longo da parede mais proxima a escavagao.

Neste trabalho o problema representa o caso em que o carregamento € distribuido
em uma faixa de comprimento infinito e que a escavagido também tem comprimento
infinito. Desta forma, o problema pode ser analisado com um caso de estado plano de
deformacao.

Além de calcular os deslocamentos ao longo da parede da vala deseja-se verificar
qual a influéncia, na magnitude destes deslocamentos, de uma camada de reforgo com
10cm de espessura e modulo de elasticidade igual a 160000kN/m’, colocada sob o
carregamento p = 300kN/m”. As dimensdes da escavagio e sua posi¢do com relagdo ao
carregamento sdo mostradas na Figura 7.13. O meio semi-infinito possui modulo de

elasticidade igual a 80000kN/m” e coeficiente de Poisson igual a 0,25.
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Figura 7.13 — Dimensdes da vala e posi¢do do carregamento.

O contorno da escavacao foi discretizado com 40 elementos de contorno lineares e
a parte da superficie sob o carregamento, com 6 elementos. Por sua vez, o reforco foi
discretizado com 6 elementos finitos.

No grafico da Figura 7.14 sdo mostrados os deslocamentos, na dire¢do X, ao
longo da parede mais proxima ao carregamento, para as situagdes com € sem reforgo.

A utilizacdo da camada de reforgo sob o carregamento causa uma diminui¢éo
média de aproximadamente 62% na magnitude dos deslocamentos, na dire¢do X, ao
longo da parede mais proxima do carregamento. A maior redu¢do acontece no topo da

parede e é igual a 62,65%, a menor acontece na base sendo igual a 61,37%.
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Capitulo 8

Consideracoes Finais

8.1. Conclusdes

O acoplamento entre 0 Método dos Elementos de Contorno e o Método dos
Elementos Finitos € uma alternativa muito eficaz para analisar problemas de interagéo
entre solo e estruturas. O solo, sendo um meio semi-infinito, pode ser analisado de
forma bastante simplificada com a utilizagio da solugido fundamental de Melan, devido
a necessidade de discretizagdo apenas da superficie sob carregamento. Com uma
quantidade relativamente pequena de dados provenientes da sub-regido que representa o
solo, é diminuido o esforgo computacional necessario para resolver o problema.

A técnica de sub-regiGes, utilizada para promover o acoplamento entre os dois
métodos citados é bastante eficiente. Consistindo basicamente em manipulagdo e
alocagdo de matrizes, a técnica € capaz de realizar o acoplamento entre métodos iguais
(MEC/MEC e MEF/MEF) e diferentes (MEC/MEF).

O MEC se mostrou bastante eficiente, principalmente em problemas envolvendo
meios infinitos e semi-infinitos, como no caso de cavidades pressurizadas presentes
nestes meios. Com discretizagdes n3o muito refinadas foram obtidos resultados
compativeis com as solugOes analiticas dos problemas como, por exemplo, no caso de
carregamento uniformemente distribuido na superficie, onde com apenas dois elementos
de contorno foram obtido resultados muito satisfatorios.

Uma das limitagSes do MEC aparece quando os pontos internos se encontram
muito proximos do contorno, pois com o raio tendendo a zero, ocorre singularidade da
solugdo fundamental. Com isso os valores de deformag@o e, principalmente, de tensio
diferem bastante da solu¢do exata com a proximidade do contorno. Esses resultados

divergentes sdo devidos, também, 4 utilizacio de poucos pontos de integragdo, assim
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utilizando uma maior quantidade de pontos na integragio numérica ou utilizando
integragdo analitica, poderiam ser obtidos melhores resultados.

A analise de sub-regides muito estreitas, ou seja, que possuem um contorno muito
extenso e dominio reduzido, se torna inviavel por conta da proximidade dos pontos aos
elementos de contorno. Este fato foi observado quando da tentativa de modelar a vala
presente no estudo de caso de Santos Janior e Vieira (2006), a qual ndo foi possivel
devido a suas dimensdes.

O elemento finito escolhido para representar as estruturas se mostrou adequado
para os exemplos analisados, onde representou um reforco colocado sob o
carregamento. Porém o elemento limitou o tipo de exemplos que podem analisados, isso
devido a relagdo entre area da segfo transversal e o comprimento do elemento que deve
ser mantida dentro de certos limites, para que o mesmo possa ser caracterizado como
barra. Assim, pode-se afirmar que para tornar a ferramenta desenvolvida mais eficiente
¢ necessaria a inclusdo de outros elementos finitos no programa computacional.

O sistema resultante do acoplamento entre os métodos pode apresentar problemas
de mau condicionamento, pois pode conter valores com ordem de grandeza muito
diferente entre si. Este problema foi contornado com a ado¢do de um fator de escala,
aplicado na matriz de transformagdo [C] do MEF.

A analise do problema de uma vala com diferentes materiais de aterro e submetida
a uma carregamento uniformemente distribuido pode ser analisada de forma eficiente
com a utilizagdo do acoplamento MEC/MEC. A solugio fundamental de Melan
permitiu que fosse discretizada apenas a parte da superficie sob a carga e o contorno da
escavagdo. A utilizagdo da técnica de integragdo radial permitiu a considerag@o do peso-
proprio do material da vala sem necessidade de discretizagdo do dominio. Com base nas
analises pode-se afirmar que a coloca¢do do material de menor médulo de elasticidade
dentro da vala leva a grandes deformagGes, principalmente na superficie. Se for
considerado o caso em que este exemplo represente o caso de uma vala feita em uma
rua para a colocagdo de tubulagdes, essas deformagdes podem levar a problemas na
pavimentagio da rua como fissuragdo do mesmo.

O elemento finito de portico se mostrou eficiente para modelar reforgos
localizados sobre uma camada de solo onde atua um carregamento. A utilizagdo do

reforgo possibilitou uma redug@o significativa nos deslocamentos que ocorrem na massa
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de solo. Essa redugdo chega a mais de 60% para os deslocamentos na parede de vala
proxima a um carregamento.
Assim, pode-se afirmar que os resultados obtidos com a utilizagdo do codigo

desenvolvido foram bastante satisfatorios.

8.2. Sugestdes para trabalhos futuros

Uma das principais melhorias a serem feitas no programa desenvolvido € a adi¢do
de outros elementos finitos para que possa ser analisada uma maior variedade de
problemas, tais como o elemento triangular de trés nos (T3) e o elemento de arco, que
melhor se ajustaria ao caso de reforgo de cavidades circulares.

Sugere-se a implementacdo do célculo das tensGes no contorno por meio das
equagdes integrais para substituir o0 método aproximado que é mais comumente usado.

E indicada a expansio do codigo para possibilitar a analise transiente e
clastoplastica, assim como o estudo de problemas tridimensionais. Para isso, seria
importante a mudanga do codigo para a linguagem de programagdo C++, usando a idéia
de programagcio orientada a objetos, que facilitaria a adi¢do de novas funcionalidades ao
codigo.

Por fim, sugere-se a implementagdo do acoplamento do Método dos Elementos de

Contorno com outros métodos numéricos, tais como o Método dos Elementos Discretos.
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Apéndice A

Equacdes complementares para ¢ calculo de
tensao

Sdo apresentadas as equa¢Ges complementares, presentes na equagdo (3.25),
para o calculo das tensdes nos pontos internos usando a solugio fundamental de Melan.

Estas expressdes podem ser encontradas em Telles e Brebbia (1980).

o - _Ks{(3>7+ ;)(21 -2v) | 2R, (R2 + ZCiR); axii-2v) ]6c§l:lrf} A
o =K, {_ (- 3\;) . 2fx? - 2cx - c;: 2%R, (1 - 2\;)]+ 16:§Rf} a2
NN VREETES EE IR
o K { { = 3\}) 2 -xs 6c§R - 2%R (1 - 2v)]+ 16;?5} “d
o - _Ks{(yf " ;)(21 ~2v) | 2f2cx + rfﬁ{,R: 2%R, (1-2v)] | 16c:l:1r32} A5)
o _Ksrz{z»(l —22v) L2 —acx- 2<§ - 2R, (1-2v)] | 16@1{3} *6)
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Apéndice B

Integrais analiticas

Sdo apresentadas as expressdes resultantes das integrais singulares que aparecem
no calculo das solugdes fundamentais para deslocamento e for¢a de superficie.

No caso do ponto fonte ser o primeiro no do elemento integrado, as componentes
da matriz [Gy], representadas na Eq. (3.39), sdo as expressdes (B.1) a (B.9). O indice

superior i se refere ao primeiro nd do elemento e o indice j, ao segundo nd do elemento.

8 AK;[(3—4V{%—IHL)+6} (B.8.1)

g, =Kinr, (B.8.2)
i -~ ] 2

g =K, (3-4v) Z-InL j+r; (B.8.3)

g:J = g:: (B84)

gy =8 (B.8.5)

8 = K,[(s - 4v)(-;i ~1In L) + [22:|| (B.8.6)

g\ =g, (B.8.7)



o1

1 ,
By = K,[(3—4v)(5—1n L)“”,i] (B.8.8)
onde
L
K = ———m—
; 161tG(1—v) (B.8.9)

Os elementos da matriz [H,,], mostradas na Eq. (3.38), séo calculados usando as

seguintes expressoes:

h' =0 (B.8.10)
h'. =K,(InL -1) (B.8.11)
h!. =0 (B.8.12)
h!, =K, (B.8.13)
h', =-K,(InL-1) (B.8.14)
hl. =0 (B.8.15)
h', =-K, (B.8.16)
h', =0 (B.8.17)
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1-2v

K. =-m (B.8.18)

Quando o ponto fonte coincide com o segundo né do elementos as expressoes

para os elementos das matrizes [Hv] e {Gw] sdo os seguintes:

8 = K{G-“V){%—lﬂ L)H_f } (B.8.19)
g =Ky, (B.8.20)
g = K,{(3—4v(%—ln L)+ rj] (B.8.21)
2!, =g, (B.8.22)
¢, =gl (B.8.23)
8y = K,[(:} - 4V)(]E ~In L) + rfz] (B.8.24)
¢ =gl (B.8.25)
81 = K.[(3 - 4v)(-32— ~In L) + r,i] (B.8.26)
h =0 (B.8.27)

h), =K, (B.8.28)



h!. =0

h!, =K,(InL-1)

hi, =—K,(InL -1)

hj:.xzo
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(B.8.29)

(B.8.30)

(B.8.31)

(B.8.32)

(B.8.33)

(B.8.34)
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ATA DA DEFESA DE DISSERTACAO DE MESTRADO DO PROGRAMA DE POS-
GRADUAGCAO EM ENGENHARIA CIVIL/ ESTRUTURAS

Em sessdo piblica, as nove horas € trinta minutos do dia trés do més de abril do ano de dois mil e nove, na
~ Sala de Aula do Programa de P6s-Graduagéio em Engenharia Civil, foi iniciada a defesa da dissertagdo de
_mestrado da alina CAMILA DE SOUSA VIEIRA tendo como titulo: “APLICACAO DO

ACOPLAMENTO ENTRE O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO E O

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS PARA A ANALISE BIDIMENSIONAL DA

INTERACAO SOLO-ESTRUTURA®, como requisito parcial para obtengdo do tltulo de

MESTRE EM ENGENHARIA CIVIL, na drea de concentraq:ao de ESTRUTURAS. A Banca
. Examinadora foi constituida pelos seguintes membros: Prof. Dr. Francisco Patrick Araujo Almeida

(Orientador - CTEC/UFAL), Prof. Dr. Jodo Carlos Cordeiro Barbirato (Co-orientador —

CTEC/UFAL), Prof. Dr. Humberto Breves Coda (éESC/USP) e Prof? Dr* Viviane Carritho Ledo = -
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encerrada as doze horas e vinte mifutos. Apos o encer-raménto da defesa, em reunido confidencial, a

Banca Examinadora, com base no Regimento Interno, decidiu por APROVAR a dissertagéo de

mestrado:. '

Em 03 de abril de 2009,

Prof. Dr. Francisco Patrick Araujo Almeida (Orientador - CTEC/UFAL)

Prof. Dr. Humberto Breves Coda (EESC/USP) //

Prof* Dr* Viviane Carrilho Lesio Ramos (CTEC/UFAL) m&%
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