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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de uma ferramenta

computacional para analisar problemas bidimensionais de interação solo-estrutura, onde

o solo é modelado pelo Método dos Elementos de Contorno (MEC) e as estruturas são

tratadas pelo Método dos Elementos Finitos (MEF). São implementadas as soluções

fundamentais de Kelvin 2D e Melan para o MEC, onde elementos de contorno com

aproximação linear são utilizados. As estruturas modeladas pelo MEF são discretizadas

por elementos finitos de pórtico bidimensional. O acoplamento entre os meios é feito
pela utilização da técnica de sub-regiões, onde condições de compatibilidade de
deslocamentos e condições de equilíbrio de forças são aplicadas às interfaces entre as

diversas sub-regiões. Tanto o solo quanto as estruturas são considerados como

compostos por materiais homogêneos, isotrópicos, elásticos e lineares. Porém, a técnica
de sub-regiões permite que o solo seja considerado como estratificado. Aaplicação dos
diversos carregamentos atuantes, na estrutura ou no solo, é considerada lenta, assim, as
análises propostas são estáticas. São apresentados exemplos de aplicação do código

computacional desenvolvido.

Palawüs-Chüve: Interação Solo-Estruíura, Método dos Elementos de Contorno,
Método dosElementos Finitos, Acoplamento MEC/MEF.
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Abstract

This study aims the development of a computational tool used to analyze two-

dimensional problems of soil-structure interaction, where soil is modeled by Boundary

Element Method (BEM) and structures are treated by the Finite Element Method

(FEM). Fundamental solutions of Kelvin 2D and Melan to BEM are implemented,

where boundary elements with linear approximation are used. Structures modeled with

FEM are discretized with two-dimensional frame finite elements. Coupling among

media is done using the sub-region technique, where conditions of compatibility of

displacements and equilibrium oftractions are applied to the interfaces between various

sub-regions. Both soil and structures are considered as composed of homogeneous,

isotropic, elastic and linear materiais. However, sub-region technique allows the soil to

be considered as stratified. Application for various acting loads, on structure or on soil,

are considered slow, therefore the proposed analyses are statics. Examples arepresented

using the developed computational code.

Keywords: Soil-Stnicíure Interaction, Boundary Element Method, Finite Element
Method, Coupling BEM/FEM.
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Capítulo 1

Introdução

1.1, Justificativa

O problema a ser tratado neste trabalho consiste no estudo da interação entre

estruturas e o solo. Este tipo de problema de engenharia é muito comum, principalmente

quando se trata de obras de infra-estrutura, podendo-se citar o caso de tubulações para

transporte de gás, água e esgoto, pavimentos rodoviários e túneis (Figura 1.1). Observa-

se que essas obras de engenharia podem ser apropriadamente analisadas como

problemas de estado plano de deformações, ou seja, problemas bidimensionais, uma vez

que apresentam uma dimensão muito maior que as outras, a saber, a espessura.

(a) Tubulação para transporte de gás
natural (Fonte; Santos Júnior e Vieira,

2006).

cm ai

(b) Túnel (Fonte:
http://ecosul.wordpress.com).

Figura 1.1- Exemplos de problemas de interação solo-estrutura.

Por possuir formulação própria para meios infinitos e semi-infinitos, o Método dos

Elementos de Contorno (MEC) é uma técnica bastante utilizada por diversos

pesquisadores (Almeida, 2003; Barbirato, 1999; Cavalcanti, 2006; Coda, 2003;



Komatsu, 1995, entre outros) para modelar o solo. Por sua vez, o Método dos

Elementos Finitos (MEF) é uma técnica numérica consagrada para a análise das

estruturas, além dos solos. Em problemas que envolvem a interação entre estrutura e

solo é vantajoso aproveitar o melhor das duas técnicas, resolvendo cada parte do

problema com o método que melhor se adequa à mesma e, por fim, utilizando algum

tipo de abordagem para unir os dois métodos que, neste trabalho, é a técnica de sub-

regiões.

O solo é um material que apresenta um comportamento bastante complexo,

porém em algumas situações pode se comportar de maneira aproximada como um

material elástico, principalmente devido à carga atuante no solo ser bem inferior à carga

de plastificação.

Assim, pode-se afirmar que o desenvolvimento de um programa computacional

que possibilite a análise de estruturas ligadas ao solo é de grande importância para o

avanço da área de métodos numéricos aplicados a problemas de engenharia, bem como

para o estudo de estruturas enterradas.

1.2. Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de uma ferramenta

computacional baseada no acoplamento entre o Método dos Elementos de Contorno e o

Método dos Elementos Finitos, possibilitando a análise estática bidimensional da

interação entre o solo e estruturas. As análises a serem realizadas consistem

basicamente na determinação de recalques do terreno e determinação do estado de

tensões no conjunto solo-estrutura. Procura-se analisar, principalmente, a influência da

estrutura, atuando como reforço, no solo sob carregamento. Como uma simplificação,

tanto as estruturas como o solo serão considerados materiais em regime elástico linear.

Como objetivo específico, pretende-se analisar problemas baseados em casos

reais semelhantes àqueles apresentados em Santos Júnior e Vieira (2006), onde foram

realizadas análises numéricas com o objetivo de verificar a influência do solo de aterro

na distribuição de tensões e deformações no interior de umavala.



1.3. Resumo dos capítulos

No Capítulo 2 é apresentada uma revisão bibliográfica sobre o tema proposto. É
descrito um breve histórico do desenvolvimento do Método dos Elementos de Contorno

(MEC), assim como são mostrados alguns trabalhos que utilizam o acoplamento entre o

MEC e o MEF para estudara interação solo-estrutura.

No Capítulo 3 são descritas as equações fundamentais da elastostática. Também

é mostrada a formulação direta do MEC e a obtenção das soluções fundamentais de

Melan e Kelvin 2D. São apresentados exemplos de aplicação, feitos com o intuito de

validar o código desenvolvido.

A formulação do Método dos Elementos Finitos é apresentada no Capitulo 4,

assim como a obtenção das matrizes de rigidez e de transformação do elemento finito de

pórtico plano. São mostrados exemplos de aplicação datécnica.

No Capítulo 5 é mostrada a técnica de sub-regiões e sua utilização no

acoplamento MEC/MEC, MEC/MEF e MEF/MEF.

No Capítulo 6 é descrito o código computacional e sãoapresentadas as principais

funções implementadas, assim como o modo de entrada e saída de dados.

Os exemplos de aplicação do código desenvolvido são mostrados no Capítulo 7.

No Capítulo 8 são feitas as considerações finais do trabalho e as sugestões para

próximos trabalhos.



Capítulo 2

Revisão Biblíográfíca

Este capítulo tem como objetivo apresentar um breve histórico do

desenvolvimento do Método dos Elementos de Contorno (MEC), assim como alguns

trabalhos que fazem uso deste método, em conjunto com o Método dos Elementos

Finitos (MEF), para analisar a interação do solo com as estruturas.

Segundo Becker (1992), Somigliana desenvolveu em 1886 uma equação integral

relacionando os valores de contorno dos deslocamentos e forças de superfície. A

chamada Identidade Somigliana é o cerne da formulação direta do MEC. Com relação à

formulação indireta, a mesma teve sua base desenvolvida por Fredholm^ (1903) apud

Becker (1992) que usou equações integrais discretizadas em problemas potenciais.

Apesar de diversos artigos e livros sobre equações integrais terem sido

publicados, tais como Kellogg^ (1929), Muskhelishvili^ (1953) e Kupradze"^ (1965)

Becker (1992), as aplicações ficavam restritas a problemas simples, devido ao fato

das formulações integrais serem resolvidas analiticamente.

A primeira contribuição para a solução aproximada de integrais de contorno

aconteceu em 1963 quando dois artigos foram publicados por Jaswon^ (1963) e Symm^

(1963). Os autores discretizaram as equações integrais de problemas potenciais

bidimensionais governados pela equação de Laplace em elementos retos lineares, sobre

os quais as funções potenciais foram consideradas constantes em todo o elemento. Os

elementos foram descritos em termos de seus valores nodais e as integrações realizadas

pelo uso da regra de Simpson, exceto para algumas integrais singulares que foram

avaliadas analiticamente (Becker, 1992).

' FREDHOLM, I. (1903). Stirune classe d'equationsfonctionelles. Acta Math., v. 27,p. 365-390.
^KELLOG, O.D. (1929). Foundations ofPotential Theory. Springer, Berlia
^ MUSKHELISHVILI, N.I. (1953). Some Basta Problems of the Mathematical Theory of Elasticity. Noordhoff,
Ilolland



Rizzo^ (1967) a/7Wí/Becker (1992) foi o primeiro a publicar um artigo que fazia

uso da aproximação direta utilizando deslocamentos e forças de superfície em uma

equação integral aplicável ao contorno. O trabalho de Rizzo foi o primeiro a explorar a

analogia entre a teoria potencial e a teoria clássica da elasticidade e criou uma

aproximação numérica para a resolução do problema.

Segundo Aliabadi (2002), os trabalhos de Lachat^ e Lachat e Watson^ talvez

contenham a mais signifícante contribuição para o MEC se tomar uma técnica numérica

eficaz. Eles desenvolveram uma formulação isoparamétrica similar àquela usada no

Método dos Elementos Finitos e demonstraram que o MEC pode ser usado para a

solução de problemas complexos.

De acordo com Brebbia e Georgiou (1979), o trabalho de Lachat^®, ao

desenvolver a idéia de usar funções de interpelação para definir variáveis ao longo de

elementos, é importante pois permite a combinação de regiões discretizadas com o

MEC e o MEF sem qualquer perda de continuidade.

A idéia de combinar o MEC e o MEF pode ser atribuída a Wexler^^ apud

Brebbia e Georgiou (1979) que começou a usar a solução de equações integrais para

representar problemas de campo sem contorno na década de 1970, tendo como

vantagem a possibilidade de usar condições apropriadas para representar o domínio

infinito. Osias'̂ foi o primeiro a usar a combinação das duas técnicas para a

elastostática.

A análise da interação do solo com as estruturas, através do acoplamento

MEC/MEF, vem sendo o objeto de estudo de diversos pesquisadores. Alguns desses

trabalhos são citados a seguir.

"KUPRADZE, O.D. (1965). PotentialMethods intheTheory ofElasticity. Daniel Davy, New York.
^JASWON, M.A. (1963). Integral Egmtion Methods inPotential Theory -1. Proc. Roy. Soe. Lond., vol. A275, pp.
23-32.

" SYMM, G.T. (1%3).IntegralEquation Methods inPotential Theory - II. Proc. Roy. Soe. Lond., vol. A275, pp. 33-
46.

^RIZZO, F.J. (1967). An Integral Equation Approach to Boundary Value Problems of Classical Elastostatics. Q.
Appl. Matli, vol. 25, j^. 83-95.
^LACHAT, J.C. (1975). AFurtherDevelopment of theBoundary Integral Techniquefor Elastostatics. PhD thesis,
University of Southampton.
^ LACHAT, J.C.; WATSON, J.O. (1976). EJfective Numerical Treatment of Boundary Integral Equations: A
Formulationfor Three-Dimensiortal Elastostatics. Intemational Joumal forNumerieal Methods in Engineering, 991-
1005.

'"LACHAT, J.C. (1975). PhD Thesis. Univ. Southampton.
" MCDONAL, B.H.; WEXLEY, A. (1972). lEEE Trans. On Microwave Theory Techniques. MTT-20, N® 12,
Deeember.

'̂ OSIAS, J.R. etal.(1977). Proc. FirstSymp. Numer. AnalysisAppl. Eng. Sei. Versailles, Franee, 23-27 May.



Em seu trabalho. Matos Filho (1999) analisou a interação estaca-solo com ou

sem blocos de capeamento rígido, sujeito à carga horizontal e vertical, verificando

principalmente os fatores que influenciam no deslocamento das estacas. Para tal, o

maciço de solo foi modelado pelo MEC e as estacas, pelo MEF ou pelo Método das

Diferenças Finitas (MDF). Uma das conclusões as quais o autor chegou foi que os

deslocamentos nas estacas são influenciados diretamente por seu comprimento, rigidez

do sistema e espaçamento entre as mesmas.

Almeida, F.P.A. (2003) desenvolveu um código computacional para a análise

dinâmica elastoplástica de estruturas tridimensionais acopladas ao solo. Estudou-se,

entre outros problemas, o caso de um reservatório apoiado sobre um semiplano, que

sofre a influência de uma carga concentrada, além da ação da água nele contida. Ribeiro

(2005) adicionou ferramentas ao código desenvolvido por Almeida, F.P.A. (2003), tais

como o recurso de simular um número qualquer de blocos em contato com o solo.

A interação de um solo não-homogêneo com as estruturas foi objeto de estudo de

Almeida, V.S. (2003), que utilizou o acoplamento MEC/MEC 3D para analisar o

conjunto solo/subestrutura. Para estudar a infra e a superestrutura o autor usou

elementos finitos de geometria triangular plana.

O acoplamento entre cascas e placas anisotrópicas com um meio contínuo

tridimensional viscoelástico foi estudado por Paccola (2004). O acoplamento foi

realizado através da técnica de matriz de rigidez equivalente, que permite uma

contribuição direta das matrizes do MEC na matriz de rigidez do MEF.

Mendonça e Paiva (2005) analisaram o comportamento da interação placa-

estaca-solo através do acoplamento MEC/MEF, discretizando a placa com elementos

finitos DKT {Discrete KirchoffTrianglé) e HSM (Hybrid StressModet) e o solo e a

estaca com elementos de contorno, utilizando para isso a solução fundamental de

Mindlin 3D.

Barbirato (1999) desenvolveu uma formulação do MEC para a análise de

problemas tridimensionais de fraturamento no regime transiente, onde foram utilizadas

as soluções fundamentais de Mindlin 3D e Kelvin 3D.

Cavalcanti (2006) analisou, principalmente, o comportamento de fimdações de

placa superficiais e enterradas, discretizando o solo com elementos de contorno

triangulares planos e as placas, com elementos finitos de placa DKT e acoplando os



meios com a técnica de sub-regiões. Verificou-se a influência do tipo de carregamento

atuante na placa, assim como sua espessura, na magnitude dos deslocamentos em

pontos da mesma.

Segundo Iwamoto (2000), entre os modelos para a análise de interação solo-

estrutura se destacam os trabalhos de Meyerhof'̂ (1953), que propôs a viga de rigidez à

flexào equivalente para estimar a contribuição da superestrutura, e Chamecki '̂* (1956),

que apresentou um processo interativo para considerar a rigidez da superestrutura. O

autor cita ainda o trabalho de Poulos^^ (1975), que apresenta uma formulação matricial

para estimar os recalques da fundação considerando a interação solo-estrutura.

Carmo (2001) analisou o comportamento de pavimentos de edifícios por meio

do MEC e MEF acoplados com o uso da técnica de sub-regiões. No referido trabalho os

elementos lineares foram discretizados com o MEF enquanto os elementos planos, com

o MEC.

Leite e Ventuniri (2005) usaram variações da técnica de sub-regiões usada no

acoplamento MEC/MEC para o estudo de sólidos bidimensionais com inclusões. Em

alguns casos foram considerados como incógnitas na interface apenas os deslocamentos,

enquanto em outras situações apenas as forças de superfície na interface eram

desconhecidas.

Coda (1993) utilizou o acoplamento MEC/MEF para analisar problemas da

elastodinâmica transiente. O MEC foi usado para modelar sólidos tridimensionais

elásticos finitos ou infinitos enquanto o MEF, para discretizar pórticos tridimensionais e

cascas delgadas elástico-lineares. Dois tipos de acoplamento foram realizados, quais

sejam, casca/solo e sapata rígida/solo.

MEYERHOF, G.G. (1953). Some Recent Fomdation Research and iís Application to Design. The Structural
Engineering,v.31,p.151-167, Londres.

CHAMECKI, S. (1956). Structural Rigidity in Caiculating Settlements. Joumalof Soil Mechanics and Foundatíon
Division, ASCE, v.82, n.SM-1, p.1-19.

POULOS, H.G. (1975). Settlement Analysis of Structural Foundatíon Systems. In: IV South - East Asian
Conference on Soil Engineering, Kuala Lumpur,Malásia, Vol.IV, p.52-62.



o acoplamento de estruturas reticuladas com domínios bidimensionais é

estudado por Komatsu (1995) usando uma combinação do MEC e do MEF. Neste

trabalho são analisados problemas geomecânicos, tais como escavações de túneis e

abertura de valas, onde o domínio infinito ou semi-infinito é tratado pelo MEC e o

revestimento do túnel e das paredes de contenção das valas são consideradas como

estruturas reticulares e resolvidas pelo MEF. Para resolver o sistema de equações o

autor utiliza um algoritmo proposto por Crotty^^ (1982), que evita operações com os

blocos de elementos nulos que existem nos sistemas obtidos com a técnica de

acoplamento MEC/MEF, tomando a solução mais eficiente.

Almeida e Paiva (2004) apresentam uma formulação do MEC para analisar

problemas de interação solo-estrutura onde é considerada a interação entre

superestrutura, infra-estmtura e solo que, quando estratificado, é analisado pelo método

da rigidez sucessiva. Para o acoplamento os elementos de contorno são tratados como

uma parte da região discretizada pelo MEF. É demonstrado que o método da rigidez

sucessiva apresenta vantagens em relação à técnica de sub-regiões, como por exemplo, a

menor quantidade de operações computacionais e menor necessidade de memória para

guardar as equações do sistema final do solo.

A técnica de sub-regiões foi utilizada por Monnerat (2008) para acoplar placas e

chapas horizontais, verticais e inclinadas, todas discretizadas com o MEC.

CROTTY, J.M (1982). A block equation solverfor large unsymetric matrices arising in the boundary integral
equation method. Int. J. Num. Meth. Eng., Vol. 18,p.997-1017.



Capítulo 3

Formulação do Método dos Elementos de
Contorno

3.1. Introdução

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) consiste, basicamente, em obter a

solução das equações diferenciais que descrevem o comportamento de um corpo no seu

domínio, através da solução de equações integrais sobre o contorno. Com isso, os

problemas são reduzidos em uma dimensão, gerando uma menor quantidade de dados

de entrada. O MEC é uma técnica que se mostra especialmente eficiente na resolução de

problemas em que o domínio se estende ao infinito, isso porque é possível considerar

todo o domínio sem a necessidade de truncá-lo.

Neste capítulo é apresentada a formulação direta do Método dos Elementos de

Contorno para o problema elástico bidimensional, bem como alguns exemplos de

aplicação desta técnica. Em todo o texto deste trabalho os índices i, j, 1e k indicam uma

variação de 1 a 2, exceto quando explicitado de outra forma.

Para a elaboração deste capítulo foram consultados, principalmente, os trabalhos

de Aliabadi (2002), Brebbia e Dominguez (1992) e Mase e Mase (1999).

3.2. Equações básicas da elastostática linear

O objetivo desta seção é apresentar conceitos básicos da teoria da elasticidade

linear que são necessários para desenvolver a formulação do MEC.

Materiais que apresentam comportamento elástico linear são caracterizados por

seguir duas condições, quais sejam, a tensão no material é uma função linear da

deformação e, após a remoção de forças atuantes, o mesmo volta à suaforma original.

Se as propriedades elásticas do material são as mesmas para qualquer eixo de

referência, em qualquer ponto, o material é chamado de isotròpico. Para esse tipo de



10

material, a lei de Hooke, que representa a relação entre otensor de tensões Oy eotensor
de deformações Sy, pode ser escrita em termos das chamadas constantes de Lamé (3.2a-
b), comomostrado na seguinte expressão:

^ E
p = G =

X =

2(1+ v)

vE (3.2a-b)
(l +vXl-2v)

onde E, G e Vsão, respectivamente, o módulo de elasticidade longitudinal, o módulo de

elasticidade transversal e o coeficiente de Poisson do material e 5y é o delta de

Kronecker, definido como:

Í1 se i = j
(3.3)IO se 1j ^ ^

Na elastostática linear, certas equações de campo precisam ser satisfeitas em

todos os pontos internos do corpo elástico em consideração e, ao mesmo tempo, as

variáveis de campo precisam satisfazer condições especificas no contorno. As equações

de campo apropriadas para a elastostáticasão: equações de equilíbrio.

+ bi =o (3 4)

onde foi considerada a simetria do tensor de tensões; relações deformação-

deslocamento.

(3.5)

e Lei de Hooke (3.1); onde bi representa as forças por unidade de volume.



11

É possível apresentar o problema elástico somente em termos de deslocamento

com o uso das chamadas equações de Navier, representadas por:

1
\

l-2v
(3.6)

As equações de Navier são obtidas substituindo-se as relações deformação-

deslocamento (3.5) na lei de Hooke (3.1) e, por sua vez, o resultado obtido nas equações

de equilíbrio (3.4).

Existem problemas definidos no espaço tridimensional que podem ser avaliados

em apenas duas dimensões devido a certas condições de carregamento e geometria do

corpo em estudo. Os problemas reduzidos a duas dimensões são divididos em duas

categorias: deformação plana e tensão plana.

Nos problemas de deformação plana uma das dimensões do corpo, a espessura, é

muito maior que as outras duas. O carregamento é aplicado perpendicularmente ao

plano formado pelas dimensões menores, sendo distribuído de maneira uniforme ao

longo da espessura. Este tipo de problema é exemplificado pela seguinte figura:

Figura 3.1- Exemplo de problema em estado plano de deformação.

Por sua vez, os problemas de tensão plana são caracterizados por possuir uma

dimensão muito menor que as outras duas. Considera-se que o carregamento é aplicado

paralelamente ao plano formado pelas duas dimensões maiores, como mostrado na

Figura 3.2.
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Figura3.2 - Exemplo de problema em estadoplano de tensão.

3.3. Soluções fundamentais

A solução fundamental representa a influência, em um ponto de um domínio

infinito ou semi-infínito (ponto campo - q), de uma carga unitária aplicada em outro

ponto do mesmo domínio (ponto fonte - s). "A utilização de uma solução ftindamental,

que genericamente pode ser classificada como uma desvantagem, na verdade

proporciona versatilidade e precisão ao método." (Barbirato, 1999).

A solução fundamental confere uma maior precisão ao método por, sendo uma

solução exata, ser utilizada como ílinção ponderadora na aproximação da equação

governante no domínio. O fato de necessitar de uma solução fundamental para cada tipo

de problema pode ser uma vantagem, por ser uma solução específica ou uma

desvantagem, quando a mesma não está disponível.

Neste trabalho são utilizadas as soluções fundamentais de Kelvin, própria para

domínios infinitos, e a solução fundamental de Melan, adequada para domínios semi-

infinitos. Ambas as soluções fundamentais podem ser usadas para tratar domínios semi-

infmitos, como no caso dos solos, sendo que a solução fundamental de Kelvin necessita

de uma maior discretização, inclusive da superfície livre, para que sejam obtidos

resultados satisfatórios. Esta necessidade não ocorre com o uso da solução de Melan,

que exige discretização apenas da superfície carregada.

3.3.1. Solução fundamentai de Kelvin 2D

Segundo Love (1944) apud Ba.rh\vdXo (1999), a solução fundamental de Kelvin

foi desenvolvida por Lorde Kelvin, considerando sólidos tridimensionais elásticos,

isotrópicos e homogêneos, cujo domínio se estende ao infinito.
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A solução de Kelvin é obtida a partir das equações de Navier (3.6) quando uma

carga unitária é aplicada no pontop nadireção do vetor unitário ej, assim:

b. = A^e^ (3.7)

onde A'' representa a função Delta de Dirac.

De acordo com Brebbia e Dominguez (1992), uma forma de calcular a solução

fundamental é representar os deslocamentos em termos do vetor de Galerkin Gí:

Substituindo as expressões (3.7) e (3.8) nas equações de Navier (3.6) e

simplificando, obtém-se:

=0 (3.9)

onde

F, =V'G. (3.10)

A solução da equação (3.9), para problemas bidimensionais é a seguinte:

F = —In
2tí\i

(3.11)

Substituindo a expressão (3.11) em (3.10) e resolvendo a equação resultante, é

obtido:



G, = —In
87Cfi

r^\
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(3.12)

Derivando a expressão (3.12) e substituindo o resultado em (3.8) tem-se como

resultado a seguinte expressão;

(3.13)

Levando em consideração que os deslocamentos em qualquer ponto do domínio

podem ser escritos como:

u = u e^1 U J (3.14)

onde Uij representa o deslocamento em qualquer ponto na direção / quando uma carga

unitária é aplicada no ponto p na direção j, a expressão (3.13) pode ser escrita como na

Equação (3.15), que representa a solução fundamental para deslocamentos no caso

bidimensional.

u.. = (3-4v)lniô,j+r.rj
87r|Li(l - v)_

(3,15)

Diferenciando o vetor de deslocamentos e substituindo nas equações da lei de

Hooke, obtém-se a solução fundamental para forças de superfície:

Pj = ^['•..[0-2v)5,. +2r.rJ+(l-2vXn,rj -n.rj] (3.16)

onde

Tn =ri"i +^202 (3.17)



ar

~ ax.
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(3.18)

onde r é a distância entre o ponto fonte e o ponto campo, mostrada na Figura 3.3, e ni é

componente da normal ao elemento na direção i.

00

Figura 3.3 - Pontos campo e fonte.

3.3.2. Solução fundamental de Melan

Segundo Telles e Brebbia (1980), para resolver problemas no semi-plano seria

necessário, a princípio, a utilização de um número infinito de elementos na discretização

da superfície livre. Outra opção seria a utilização de elementosde contorno infinitosque

diminuem o tamanho da discretização necessária mas que precisam de testes para

validar as aplicações. Dessa forma, a maneira mais efíciente de tratar esse tipo de

problema é a utilização da solução fundamental do semi-plano, que elimina a

necessidade de discretização da superfície livre.

A solução fundamental de Melan para deslocamentos possui a seguinte forma:

(3.19)

onde Uij'' representa a solução fundamental de Kelvin e uy® é uma parte complementar da

solução fundamental, cujascomponentes são explicitadas nas equações (3.20) a (3.23).



u;, =KJ-[8(l-v)^-(3-4v)]l„R +Í^Ili^:fc^+Í^
^ R' R''

UÍ2 =K,

U2, =K,

"L =

[(3-4v)r,r2+2cx] 4cj3R.,r, , w >. 1-^ +-^-4(l-vXl-2v)0

[(3 - 4v)rj T2 +2cx] 4cxR, r2
R R

+4(l-vXl-2v)0

-[8(l-v)^ -(3-4v)]lnR +fe^li^^Í±^í-ipí
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(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

As variáveis usadas nas equações (3.20) a (3.23) são mostradas na seguinte

figura;

Ri

1^1
V V

Figura 3.4 - Cargas unitáriaspontuais aplicadasdentrodo semi-plano.
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onde

(3.24)

Asequações complementares para força de superfície são

Py=<jknk (3.25)

sendo as expressões complementares para tensões a^yk apresentadas no Apêndice A.

E importante salientar que as expressões complementares não apresentam

singularidades quando o ponto fonte é interno aosemi-plano. Quando o ponto fonte está

na superfície do semi-plano, as singularidades que surgem são da mesma ordem

daquelas que aparecem na solução fundamental de Kelvin, dessa forma, a

implementação da solução de Melan não apresentadificuldades adicionais.

A solução fundamental de Melantem como principal vantagem a necessidade de

discretização somente da parte da superfície onde há carregamento atuante. No caso da

existência de pontos na superfície livre os mesmos são considerados como pontos

internos.

3.4. Equações integrais de contorno

As equações integrais para elastostática podem ser deduzidas usando

considerações de resíduos ponderados. Nesta seção utiliza-se como referência,

principalmente, a obra de Brebbia e Dominguez (1992).

3.4.1. Equação integral para pontos no domínio

Partindo da minimização do erro que envolve a aproximação numérica das

equações de equilíbrio (3.4) e utilizando como ílinção ponderadora a solução

fundamental para deslocamentos (3.15), após duas integrações por partes é obtida a Eq.

(3.26).
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J^k^k^^-JPk^k^^ ~JPk^^k^^ (3 26)
Q Q r r V • y

A Equação (3.26) cx)rresponde ao teorema da reciprocidade de Betti e pode ser

usada paraa obtenção dasequações integrais de contorno do MEC.

Foi usando o teorema de Betti, segundo Barbirato (1999), que Somigliana

chegou à representação integral de deslocamento, a chamada identidade Somigliana,

que na ausência de forças de massa tem a seguinteforma:

Ui+JplkUkdr=Ju;p„dr (3 27)
r r

A identidade Somigliana permite a obtenção dos valores de deslocamentos em

qualquer ponto do domínio, a partir dos valores de deslocamentos e forças no contorno,

das forças que atuam no domínio, caso existam, e da solução fundamental.

3.4.2. Equação integral para pontos no contorno

Como a identidade Somigliana é válida apenas para pontos no domínio, é usado

um artifício para que a mesma possa ser usada em pontos do contorno. Para tal,

considera-se que existe uma semi-circunferência de raio 8 centrada no ponto do

contorno suave. Fazendo o raio tender a zero é obtida a seguinte expressão:

CikUk +JPLufcdr =Ju;p^dr+Ju^b.dn (3 28)
r r Q

Os valores das componentes da matriz cik dependem da localização do ponto fonte

e da forma do contorno, podendo ser representados pelos elementos das seguintes

matrizes:

c,u =
O O

O o

para pontos decolocação fora do domínio (Figura 3.5a);

(3.29)



c„. =

1 o
2

o i
2

para pontos de colocação no contorno suave (Figura 3.5b), e

c„. =
1 O

O 1
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(3.30)

(3.31)

para pontos de colocação internos (Figura 3.5c).

Para o caso em que o contorno não é suave (Figura 3.5d), é possível calcular os

coeficientes da matriz cik com a consideração de movimento de corpo rígido, como

mostrado na seção 3.5.2.

(b) (c)
Figura 3.5 - Posição do ponto fonte.

3.5. Método dos Elementos de Contorno

Para resolver numericamente as equações integrais é necessário dividir o

contorno em uma série de elementos, sobre os quais os deslocamentos e as forças de

superficie são funções de seus valores nodais. Escrevendo a forma discretizada da

Equação (3.28) para cada ponto nodal é obtido um sistema de equações algébricas

lineares que é resolvido após a aplicação das condições de contorno do problema. Nesta

seção as equações são escritas na forma matricial.
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3.5.1. Díscretização

Neste trabalho o contorno do domínio dos problemas é discretizado por

elementos com aproximação linear. A forma discretizada da Equação (3.28), na

ausência de forças de corpo, é representada por;

cK"}+Z]ít>* í"K[=XIí["*
Ir J J=i Ir

(3.32)

onde Ne representa o número de elementos.

Os nós dos elementos de contorno podem ser simples, quando pertence aos dois

elementos que lhe são adjacentes, ou duplos. Os nós duplos são nós que possuem as

mesmas coordenadas, mas pertecem a elementos diferentes. Eles são usados quando

existe a necessidade de considerar descontinuidades nas forças de superfície.

Os deslocamentos e forças de superfície em cada elemento são escritos,

respectivamente, em função de seus valores nodais tal como é mostrado nas equações a

seguir:

{u} =

{p} =

u,

Pi

P2.

(|), O <t)2 O

o (|), O (|)2

(j), O <i)2 O

o <I>I o <l>2

u,

u-

u,

u-

P2

Pf
P2

(3.33)

(3.34)

As funções de interpolação <|), e (|)2 são definidas em termos da coordenada

homogênea Ç, que varia de -1 a 1, como representadas nas expressões (3.35a-b) e

mostradas na Figura 3.6.
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<i'2fe)=^(l +̂)
(3.35a-b)

Figura 3.6 - Funções de interpelação.

Usando as funções de interpelação, a Equação (3.32) pode ser escrita da seguinte

forma:

[cKu}+ |̂j[p'l<|.]dr|{u}' =
ou ainda,

Ne Ne

[c]{u}+i[hj''{u}'=i:[gj''{pf

onde

[hJ=

[Gj=

I

II "l2
1 l1

21 '*22

J=í

hn K

'21 "22

8ll 8i2 êll 812

821 822 821 822.

jp:,(l),dr Jp:,(t,,dr jp:,(|),dr JplAdr
Jp:,(|),dr Jp;(j),dr Jp;,(i.,dr Jp;Adr

Jui*|(|)|dr ju:2(|),dr ju:,(|)jdr
Ju2,(|),dr |u*jj(|>,dr Ju^iífr^dr Ju^jí^jdr

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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Escrevendo uma equação da forma (3.36) para cada ponto do contorno é obtido

o seguinte sistema de equações lineares;

[h]{u}=[g]{p} (3.40)

As integrais podem ser resolvidas numericamente para os casos em que o ponto

fonte não pertence ao elemento integrado. Para o caso em que o ponto fonte está no

elemento integrado ocorre uma singularidade na solução fundamental, assim, as

integrais são resolvidas analiticamente.

Após a aplicação das condições de contorno do problema, as matrizes [H] e [G]

devem ser rearranjadas de forma que todos os valores prescritos fiquem do lado direito

da Equação (3.40). Multiplicando a nova matriz [G] pelo vetor que contém todos os

valores prescritos de força de superfície e deslocamento é obtido um sistema de

equações:

[a]{x}={b} (3.41)

Uma vez resolvido o sistema de equações acima são obtidos os valores de força

de superfície e deslocamento antes desconhecidos.

3.5.2. Propriedades da matriz [H]

Os termos da matriz [c] que devem ser somadosà matriz [H] são complicados de

serem obtidos quando o ponto fonte está no contorno não suave. Porém, a matriz [H]

possui uma propriedade que permite o cálculo indireto desses termos. Essa propriedade

deriva do movimento de corpo rígido.

O conceito de movimento de corpo rígido envolve deslocamentos na ausência de

forças. Com isso, se um corpo fínito se desloca no espaço sem que haja deformação, as

forças resultantes são nulas. Assim, tem-se:

[hK"}={0} (3.42)
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Considerando um deslocamento unitário do corpo no sentido positivo do eixo xi,

o vetor ui para esse caso é o seguinte:

{u, ^ o 1 O ... 1 o} (3.43)

Como o produto de uma linha / qualquer da matriz [H] pelo vetor {ui} deve ser

nulo, obtém-se a seguinte propriedade:

h;+h'=o (3.44)

Se o mesmo é feito para o eixo X2, tem-se:

HUH'+... +H|3„)=0 (3 45)

No caso de corpo infinito, a integral do núcleo p*, sobre um contorno localizado

no infinito, resultará uma carga unitária na direção considerada em sentido contrário ao

eixo coordenado. Assim, para o caso de linhas impares:

h;+h'+...+h;,„_„=i

H' +H'+... +h!,„, =o

E para o caso de linhas pares:

h;+h'+...+h;,„_,) = o

hí + hí+...+h;,„) = i

(3.46a-b)

(3.47a-b)

Os termos da matriz [c], no caso de domínios finitos, podem ser calculados

percorrendo cada linha / da matriz [H] com as seguintes operações:



II

S1=I
pl

S:=I
pi

H(2j-1)

H(2j)

Os termos da matriz [c] são:

ci=-s;

c; =-si,

24

(3.48a-b)

(3.49a-b)

3.5.3. Deslocamentos e tensões nos pontos do domínio

Os deslocamentos dos pontos internos podem ser calculados por meio da

Identidade Somigliana em fíjnção dos deslocamentos e forças no contorno. Para cada

ponto interno é escrita a seguinte equação:

Ne

pl

J[u*l(i)]dr .{p}' -X]J[p*l<l>]dr
j=i Ir

{4 (3.50)

As tensões nos pontos internos podem ser calculadas derivando os

deslocamentos nos pontos internos e introduzindo as correspondentes deformações nas

relações tensão-deformação, obtendo-se assim a seguinte expressão:

«j., =jDkijPkdr-js„;U,dr (3.51)

onde

Df, =]-í[l-2v)^kir.j +5kjr, (3.52)



+^ji''',.)-''';irj''.t]+2v(n,r/„ +njr^rj

+(l - 2vX2ntrirj + +n)-O- ^vVtS.j }
27c(1 - v)
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(3.53)

3.5.4. Integrações

Para os casos em que o ponto fonte não pertence ao elemento integrado, é

utilizado integração numérica com quadratura de Gauss. O número de pontos de Gauss

utilizado para a integração varia de acordo com a distância do ponto fonte ao elemento.

Na Tabela 3.1, adaptada de Beer (2001), é apresentado o número de pontos de Gauss

(Ng) para cada valor limite de R/L.

Tabela 3.1 - Número de pontos de Gauss para integração numérica.

Ng R/L

2 1.6382

3 1.6461

4 0.3550

5 0.2230

6 0.1490

7 0.1021

8 0.0690

onde R representa a distância do ponto fonte ao nó mais próximo do elemento e L é o

comprimento do mesmo.

Para realizar a integração numérica é necessário, inicialmente, realizar uma

mudança nos limites de integração na Eq. (3.36), que passa a ser escrita em termos da

coordenada adimensional Ç:

[c]{u}+X|jlp'l'l']í«'̂ [{"}'= ZI/ }{p}'È/
pi (-1

(3.54)
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O jacobiano da transformação, para o caso de elementoscom aproximação linear

é dado por;

(3.55)

As integrais da Equação (3.54) podem ser então transformadas em somatórios:

[cKu}+ifiwJp-lWj|{u}'=£6 j|{p}
pi U-1

Ne f Ng

SI
j=i Lk=i

(3.56)

onde Ng é o número de pontos de Gauss e wr são os pesos.

Quando o ponto fonte pertence ao elemento integrado tem-se o problema de

singularidade da solução fundamental, então, as integrais são resolvidas analiticamente.

A solução das integrais presentes nos elementos das matrizes mostradas nas equações

(3.38) e (3.39) produzem equações que são apresentadas no Apêndice B.

3.5.5. Tensões em pontos do contorno

As tensões no contorno podem ser obtidas diretamente a partir dos

deslocamentos e das forças de superfície previamente calculadas. Para tal, define-se um

sistema local de coordenadas nos pontos do contorno onde se deseja conhecer as

tensões, tal como mostrado na Figura 3.7.

Figura3.7 - Componentes locais e cartesianasdo vetor de forças de superfície.
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É possível encontrar o valor das forças de superfície no sistema local de

coordenadas como usodas relações (3.57), ondea é o ângulo entrea direção xi global e

a direção normal ao elemento.

t, = -t^jSena + t^j cosa

t^ = t,, cosa + t^osena

As tensões no sistema local são as seguintes:

/' "C ^

On =
Vl-V^y

^22 ^2'

e

^J2 ~ t,.

+

1-V

(3.57)

(3.58)

onde 8i1é a deformação tangencial e pode ser obtida pela equação abaixo, onde mxi e

mx2 são as componentes do vetor tangencial.

j(ç) C=1

m^,+
C=1 ai

m
x2 (3.59)

Para transformar as tensões locais em tensões globais é usada uma matriz de

transformação obtendo-se.

^xlxl sen^a cos^ a -2senacosa "^11"
^x2x2 = cos^a sen^a 2senacosa

/ \
^12 (3.60)

_*^xlx2 _ -senacosa senacosa (cos^ a - sen^a) _^22_

O ângulo a podeser escritoemtermos das componentes da normal unitária:

r \

a = tan
n

x2

v"xi y
(3.61)








































































































































