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Resumo

Neste trabalho demonstraremos um teorema de Boa Colocacado Local e em seguida
de Boa Colocacgdo Global para a Equacao Korteweg-de Vries nos espagos de Sobolev fazendo
uso das leis de conservacdo desta equagdo, das propriedades do grupo associada a mesma e
de algumas estimativas obtidas por Kenig, Ponce e Vega em ([6]). Demonstraremos ainda a
existéncia e estabilida de solucdes tipo ondas solitdrias para a Equacdo Korteweg-de Vries, para
obter o resultado de estabilidade usamos o Lema de Compacidade Concentrada de P. Lions,
nesta parte o resultado de boa colocacdo global € utilizado de forma essencial, assim como as
leis de conservagdo para esta equacdo, pois para utilizar esta técnica resolvemos um problema
variacional de minimizac@o. A ultima parte desta dissertacao esta baseada no trabalho de Jonh
Albert ([20]).
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Abstract

In this paper we demonstrate a theorem of Well-Posedness Local and followed
by Well-Posedness Global Equation Korteweg-de Vries in Sobolev spaces by making use of
conservation laws of this equation, the properties of the group associated with it, and some
estimates obtained by Kenig , Ponce and Vega in ([6]). We also demonstrated the existence and
stability of solitary wave type solutions for Equation Korteweg-de Vries, to obtain the result
of stability we use the lemma Concentrated compactness of P. Lions, in part the result of good
global placement is used in a critical, and the conservation laws for this equation, because using
this technique to solve a variational minimization problem. Latter part of this thesis is based on
the work of John Albert ([20]]).
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Introducao

Nossa proposta neste trabalho € estudar um resultado de boa colocacao global e as
propriedades de existéncia e estabilidade de solugdes tipo ondas solitdrias para a Equagao de
Korteweg-de Vries (KdV)

paraz,t € Reu(z,t) € R,ouseja, u: R x R — R.

Associado a esta equagdo temos o Problema de Valor Inicial (PVI)

Ut + Uy + Ugpr = 0,
{ f 2)

u(z,0) = wup(z).

A equagio (I)) possui infinitas leis de conservagdo, sendo duas delas muito dteis, a saber, 0
momento

€ a energia

Estas duas quantidades s@o importantes tanto na demonstragdo da boa colocacao global, como
na investigacao de estabilidade.

Destacamos que cronologicamente, o primeiro tratamento matemético do problema da estabil-
idade de ondas solitarias foi feito por Jeseph Valentin Boussinesq, em 1871, com relacdo as
ondas solitdrias associadas a equagao

3 2 T
Uy — ghtge — gh <i + hQU—) = 0. 3)



Tal equagdo, que viria a ser conhecida como equagao de Boussinesq classica, modela a propagacao
unidimensional de ondas de dgua ao longo de um canal com fundo plano e profundidade con-
stante h, as quais tém um largo comprimento de onda e uma pequena amplitude em comparacao
com h. Assim, a elevacdo u da superficie de d4gua, considerada como fun¢do da coordenada x
ao longo do canal e do tempo ¢, satisfaz aproximadamente a equacio (3, onde g € a aceleracao
gravitacional. Usando esta equagdo, Boussinesq obteve uma representacao explicita de ondas
solitarias,

u(z, 1) = oz — ct),

em termos de fungdes elementares, a saber, ¢(z) = ki(c)sech? (ky(c)z), onde k;(c) = 3¢/2,
ks(c) = ¢/2. O tipo de estabilidade que Boussinesq estudou foi aquele chamado de estabilidade
orbital, o qual consiste essencialmente em ver que uma pequena pertubacio da onda solitaria
¢ iréd evoluir pelo fluxo gerado por (3] sem fortes mudangas de forma e perto da onda ¢, para
todo tempo ¢. Atualmente, sabe-se que seus resultados formais continham algumas lacunas.

A primeira prova rigorosa da estabilidade de ondas solitarias assoaciada a equacao de evolugdo
nao-lineares apareceu um século mais tarde, em 1972, apresentada por T. B. Benjamim, sobre
as ondas solitdrias associadas a equacdo KdV (). Tais ondas sdo dadas por

d(x — ct) = ki(c)sech? (ky(c)(x — ct)) . 4

Quanto a resultados de Boa Colocacdo Local e Global, Kenig, Ponce e Vega, fazendo uso
do Lema de Compacidade Concentrada de Lions nos espacos de Bourgain tem obtidos bons
resultados, apresentaremos alguns resultados neste dissertacao.

No primeiro capitulo desta dissertacdo apresentamos os resultados que serdo utilizados no
decorrer deste trabalho. No capitulo seguinte apresentamos as ferramentas a serem usadas
para se obter a boa colocagdo local e em seguida global para a equacdao KdV nos espacos de
Sobolev. Iniciamos o dltimo capitulo mostrando a existéncia de solugdes tipo onda solitaria
para a equacdo KdV, em seguida apresentamos o Lema de Compacidade Concentrada de Lions
o qual ndo demonstramos. Porém explicamos como usaremos 0 mesmo para obtermos o resul-
tado de estabilidade. Por fim, encerramos este capitulo demonstrando que as solugdes tipo onda
solitdria formam um conjunto orbitalmente estdvel em H'(R), obeservando que

HU“%l(R) = HUH%Q(R) + HUH%2(R)
com respeito ao fluxo gerado pela equacdo KdV (I).

Para o bom entendimento do que pretendemos fazer, segue abaixo a defini¢do do que entende-
mos por Boa Colocagdo.



Defini¢ao 0.1 (Boa Colocagdo) Dados X e Y dois espagos de Banach e Ty € (0,400), dize-
mos que o problema de Cauchy

owu(t) = F(t,ut)) € X,
{ w(0) = $ev. )

onde F : [0,Ty] X Y — X é uma funcdo continua, é localmente bem posto se
(a) existe'T € (0,71 e umafuncdou € C([0,T];Y) tal que u(0) = ¢ e a equagdo diferencial
é satisfeita no sentido que
u(t+h) —u(t)
h

lim

h—0

— F(t,u(t))|| =0, Vtel0,T],

X

onde as derivadas em 0 e T" sdo calculdas a direita e a esquerda;
(b) o problema (5)) tem, no mdximo, uma solu¢dao em C([0,T];Y);

(c) a aplicagcdo ¢ —— wu é continua. Mais precisamente, sejam ¢, € Y, n € N, tal que

On 7 boor € sejam u,, € C([0,T,];Y) as correspondentes solugées. SejaT € (0,Ty).
Entdo as solugdes u,, podemser estendidas ao intervalo [0, T para todo n suficientemente
grande e

lim sup [lu,(t) —u(t)|ly = 0.

n——00 4¢[0,T]

Se qualquer uma dessas condicoes ndo for satisfeita, o problema é dito mal-posto.
Os principais resultados deste trabalho sao:
Teorema de Boa Colocacao Local

Consideremos o PVI (2.16|) e seja s > 3/4. Entdo para cada uq € H°(R) existe T =

T(||uo|las) > 0 (com T(p) — oo para p — 0) e uma tinica solugdo u(t) de (2.16) satis-
fazendo
ue C([-T.T] : H*(R)), (6)
Ou € LY([=T,T] : L™(R)), (7)
[ T ®)
07|l pers
||u||Lngs> < 00. 9)

Além disso, para qualquer T' € (0,T) existe uma vizinhanca V de ug em H*(R) tal que a
fungdo g — u(t) de V sobre a classe definida por (2.17)-(2.20) com T' no lugar de T é
Lipschitz.



Teorema de Boa Colocacao Global

Se s € N, entdo o PVI (2) é globalmente bem posto em H*(R).

Teorema de Estabilidade Orbital

Para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que se
[wo = Pellp ) < 9,
entdo a solugdo u(x,t) do PVI (2) com u(x,0) = wg satisfaz

inf u(1) = 6ol + 1) ey < & Ve € R,



Preliminares

Neste capitulo temos como objetivo apresentar a teoria necessaria para o desen-
volvimento dos capitulos posteriores deste trabalho.

1.1 Resultados Basicos

Nesta secao escreveremos algumas desigualdades e teoremas que serdo aplicados nos proximos
capitulos.

Iniciamos fixando a notagdo de alguns espacos de fungdes.

O conjunto de todas as fungdes de U C R"™ em R que sdo k vezes diferencidveis e sua k-
ésima derivada é continua serd denotado por C*(U). O conjunto das funcdes de U C R™ em
R que sdo infinitamente diferencidveis serd donotado por C*°(U/). Quando escrevermos C (U)
estaremos falando das fungdes que pertencem a C*(U/) porém tendem a zero quando a varidvel
independente se aproxima da fronteira do conjunto. Analogamente, definimos C°(U).

Agora definimos os espagos LP(R").

Defini¢ao 1.1 Seja 1 < p < 0o e U C R™. Denotaremos por LF(U) o conjunto de todas as
funcoes f : U — C mensurdveis, tais que

1/p
(/ \f(x)|pdx> < 00, se 1 < p < oo,
1Al zr @y = U

sup | f(x)] < oo, sep = co.
zelU

(1.1

Nos espagos LP(U) temos as seguites desigualdades:

5



1 1
Lema 1.1 Considere p,g > 1e —+ — = 1.
p

q
(i) Desigualdade de Holder: Sejam f € LP(R) e g € LY(R). Entdo fg € L'(R) e

HngLl(R) < ||fHLP(]R) ||g||LQ(R) : (1.2)

(ii) Desigualdade Integral de Minkowski:

([ ([irema) w) < [ ([ir@ors) e

(iii) Desigualdade de Young: Dados a,b > 0 tem-se que

1 1
ab < —af + -b1. (1.3)
p q

Além disso, para todo € > 0 tem-se que existe C. > 0 tal que

ab < ea? + C.b%. (1.4)

Demonstracao. Demonstraremos apenas as duas dltima desigualdade, a primeira pode ser
encontradas em diversos textos de andlise funcional, por exemplo, em [11].

Demonstragdo do item (ii). A afirmacdo € clara se p = co. Se p < oo fazemos F(x) =

/ |f(x,y)| dy. Pelo teorema de dualidade e pela desigualdade de Holder, segue que
Y

o' = ) d d
WPl = s [ ato) ([ 1ty ao

- dxd
IIQS;;/)=1/Y/X|f($ay)|9(x) xdy

< sup [ 5l Dol dy
1JY

lall_ =
[ Il an
Y

1

([ (L) )< [ (] !f($,y)|pd:v);dy.

6

Deste modo,



Demonstracao do item (i). Como a, b > 0, temos que

a-b = exp(log(a-b))
= exp(loga + logb)

1 1
= exp (— loga? + -log bq) (pela convexidade de exp(x))
p q

1 1

< —exp (loga?) + —exp (logd?)
p q
1

1
= —a’ + =%
p q

Isso demonstra a primeira afirmacao. Para mostrar a segunda afirmacao basta observar que para
todo £ > 0, usando a afirmacdo ja provada, temos que

b=¢ b<pp+1bq
a-b=%a-—- < —a —b".
§p q&?

Agora, dado € > 0 tomamos £ > 0 satisfazendo ¢ = &P /p, ou seja, £ = (ps)l/ P isso prova a
1 el
segunda afirmacdo onde C, = — = c —-
q€?  qp?

i

Apresentaremos agora o Teorema do Ponto Fixo de Banach, que serd utilizado para provar a
boa colocacao local e global.

Teorema 1.1 (Teorema Ponto Fixo de Banach.) Se M ¢é um espaco métrico completo, toda
contracdo f : M — M possui um tinico ponto fixo em M. Mais precisamente, se escolhermos
um ponto qualquer xo € M e x1 = f(xg),x2 = f(x1), ..., Tny1 = f(x,), ... a segiiéncia (z,,)
converge em M e a = lim x,, € o tinico ponto fixo de f.

Demonstracao. Por ser um resultado cldssico ndo o demonstraresmo aqui, porém podemos
citar ([[7]) como uma boa referéncia para a demonstragao deste resultado.

g

1.2 A Transformada de Fourier

Nesta secdo estudaremos as principais propriedades da transformada de Fourier no espago
de Schwarz S(R) e em seguida apresentagdo de forma sucinta as Distribuicdes Temperadas

7



(definimos os conjunto das Distribuicdes Temperadas como sendo o dual topoldgico do espaco
de Schwarz). Para finalizar, definiremos a convolugao para funcdes nao-periddicas e apresenta-
mos, através da Transforma de Fourier, o que entedemos por derivadas Fracionarias.

1.2.1 O Espaco de Schwartz

Defini¢do 1.2 O Espago de Schwartz, que denotaremos por S (R), é a cole¢do das fungdes
f : R — C infinitamente diferencidveis em R tais que, para todos o, 3 € 7, existe uma
constante C, 3 com

|22 f9) (2)] < Capp, Yz €R, (1.5)

onde P ¢ a B-ésima derivada de f.

Note que se f € S(R) entdo |2°fP(x)| < Cy 4 e portanto |f P (2)| < Cy /2. Com isso,
podemos concluir que ¥ € LP(R) quaisquer que sejam p € [1, +00] e 3 € N. Esta observagio
prova que S(R) C LP(R) com p € [1, +0o0], o teorema abaixo nos fornece uma propriedade do
espaco de Schawartz bastante explorada neste trabalho, de forma implicita.

Teorema 1.2 O espaco de Schwartz, é denso em LP(R) com p € [1,400].

Demonstracao. Sabemos que o conjunto S = {Z XA, } das combinagdes lineares de funcdes
7=1

caracteristicas y 4, de subconjuntos A; C R mensurdveis e limitados é denso em L”(IR). Ento,
s6 resta mostrar que se A C R for limitado e mensuréavel , para cada ¢ > 0, existe ¢ € S(R) tal
que ||¢ — xallzr < €. Com efeito, dado £ > 0, sejam K um compacto e O um aberto tais que
KCACOe / Xp_ i (x)dx < P. Escolhamos ¢ € C3°(R) com 0 < ¢ <1, suppp C Oe

R
ng‘K: 1. Entao

||<Z5—XAHI£p(R) = / | — xalPdx :/X%K(a:)da: < eP.
R R

O

Proposicio 1.1 Se f € S(R), entdo a funcio g(z) = zfP) () também estd em S(R), quais-
quer que sejam o, 3 € 7.

Demonstracao. A funcio g € infinitamente diferencidvel e z® g(ﬁ/)(x), quaisquer que sejam
o/, 3" € 7", é uma soma finita de termos da forma =" f™(x), logo limitada.

O



Agora daremos a defini¢do da Transformada de Fourier em S(RR).

Definicao 1.3 A funcdo J/C\: R — C dada por

7o) = (2m) 2 /R £ (@) e~ dz, com € € R, (1.6)

é chamada transformada de Fourier da funcdo f : R — C.
Teorema 1.3 Se f € S (R), entdo fes (R).

Demonstacdo. Se o, 3 € Z*, obtemos

&fO© = (=)@ ()
a- ~
= e (4 @09
= 9(8),
onde g = (—i)"™ % (2°f). Entdo, vemos que g € S(R) C L'(R), logo g € limitada, isto ¢,

g f0) (€) é limitada, o que prova que ]? € S(R).

Assim, podemos saber quem € o espaco das transformadas de S(RR):

Teorema 1.4 A transformada de Fourier define uma bijecdo linear de S(R) em si mesmo e sua
inversa é dada por

+o0o
fY(z)= \/%/ f&)ed¢, x € R, f € S(R). (1.7)

Agora podemos iniciar o estudo do tema central desta secdo, a saber, 0 comportamento da
transformada de Fourier em S(R).

Teorema 1.5 Seja f € S (R). Entdo f*) € S(R) para todo o € N e

~

(FY(€) = (1€)f(£), E€R. (1.8)



Demonstracio. Ji vimos que f € S (R) para todo o € N. Agora note que integrando por
partes obtem-se,

+oo
(FrE) = (@n) / Cr@e
=(%W”Pw€mE$—/WF@ﬂ@W%4
= (2m)? {f (x) e [2= 4 ig f(:z:)emda:]

= i€f(€), €€R,

pois os termos de fronteira sdo nulos uma vez que f € S (R). Agora, vamos utilizar inducdo
simples e integra¢do por partes, para concluir a demonstragdo. Suponha que a sentenga € valida
para todo 3 € N tal que § < a. Entdo

GOYE© = @ [0 @esa
T=-+00 0o
= (271.)*1/2 (f(oc—l)e—ifx e /+ f(a—l) (SIJ) e—igxdx)

= i&i* e ()
i€ f (©).

0 que completa a demonstragao.

O

(e}

O teorema acima tem extrema relevancia na teoria. O mesmo nos diz que o operador e
x
agindo em S (R) € transformado no operador de multiplica¢do por (i€)“. Por exemplo se o = 2

temos,

( dQ—f) (&) =€2f (). (1.9)

 dx?

Isso nos permite transformar equagdes diferenciais ordindrias em equacdes algébricas e nos
pemitird, mais tarde, reduzir equacdes diferenciais parciais a equacdes diferenciais ordindrias.
Tendo em vista as observagdes precedentes, é natural tentar identificar a imagem de S (R) sob
a transformada de Fourier e descobrir se podemos inverté-la.

10



Proposicao 1.2 Se f € S (R) entdo ]?é infinitamente diferencidvel e vale

FOE) = (=) (" f)1). (1.10)

Demonstracao. Derivando sob o sinal de integra¢do, mostramos que f € infinitamente difer-
enciavel e

o = 0 [ 2 ) e

= (27?)_1/2/_ oo(—z’x)ﬁf(x)e_igmdx
= () (1))

U
1.2.2 Distribuicoes Temperadas
Vamos agora introduzir um produto interno em S(R): se f, g € S(R),
400 -
(flg) = fx)g(x)d. (L.11)

Podemos mostrar que (-|-) definido em (1.11)) é de fato um produto interno em S(R) (veja a
proposi¢do 1.1 do capitulo 6 de [1]). Se f € S(R), definiremos

e = G197 = | [

—00

+0o0

1/2
If(fL“)IZdw] : (1.12)

Pelo Teorema da Representacdo de Riesz, todo funcional linear 7' : S(R) — R é da forma
T(¢) = (f|¢), para algum f € S.

Definicdo 1.4 O conjunto das distribui¢oes temperadas, denotado por S'(R), é o dual topoldgico
de S(R). Em outras palavras, T € S'(R) se e s6 se T : S(R) — R é um funcional linear
continuo. Notemos que para verificar que um funcional linear T : S(R) — R ¢ continuo, basta
provar que T, — 0 para toda oy, — 0.

Vamos considerar o seguinte exemplo: os elementos de L”(R) com 1 < p < oo definem
distribui¢des temperadas através da férmula

Ty(o) = / f(@)p(@)de, | € IP(R), o € S(R). (1.13)

11



De fato, pela desigualdade de Holder, temos,

T < W fllpo lellas P+ =1 (1.14)

e a afirmacdo acima segue de (|1.14]).

1.2.3 Operacao de Convolucao

Definicdo 1.5 Se f € L'(R) e g : R — C ¢ limitada e seccionalmente continua em qualquer
intervalo fechado, a convolucdo de f e g é a funcdo [ * g : R — C definida por

—+o00

(fxg)(x)= fWglx—ydy, v R (1.15)

Uma observacdo importante a fazer é que, a integral em (1.15]) converge, pois como ¢ € limitada,
existe M > 0 tal que
g (x)] < M, Vz €R,

€ portanto

fgle-pl <MW= [ T W) 9@ — )l dy < M|l < +oo.

O estudo da convolugdo para funcdes de L'(R) é bem delicado. Se f e g sdo funcdes de
L*(R), ndio é verdade, em geral, que o produto fg pertenga a L'(R); portanto, para tais fungdes
a integral em (I.I3) pode ndo estar definida para todo z. Por esse motivo, vamos estudar a
convolucao no espaco de Schwarz, que € um bom espaco para a convolu¢do. Mostraremos mais
adiante que a convolugdo de fato define uma operagdo em S.

Proposicao 1.3 Sejam f,g,h € S(R) e A € C. Entdo:
(a)f g € S(R),

b) fxg=gx*f,

c) (fxg)xh=fx(gxh)

d) (f+g)*xh=fxh+gxh,

e) (Af)xg=Af*g)=f*(\g)

Demonstracao. A demonstracdo dos itens acima segue usando alguns teoremas de analise.

o~~~

O

Nota 1.1 Salientamos que a expresséo (f * g) * h faz sentido uma vez que f * g € L*(R) pelo
lema anterior e h é limitada.
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Teorema 1.6 Se f,g € S(R), entdo
(f * gV (&) = V2r f()3(€), V€ € R. (1.16)
Além disso vale a identidade de Parseval

||f‘|iQ(R) = 1 fll72()- (1.17)

Demonstracao. Ver ([18])).

1.2.4 Derivadas Fracionarias

A partir da Transformada de Fourier podemos generalizar a no¢ao de derivadas.
Podemos ver a derivagdo como um operador de S(R) em S(R), ou seja,

D: S(R) — S(R)
o= r

Assim, fica bem definido o que viria a ser a k-ésima derivada de uma func¢ao; bastaria aplicar o

operador D k-vezes a fungdo em questao.
Tendo em vista o operador acima, fixando s € R, definimos o seguinte Operador de Riesz:

D?: S(R) — S(R) .
[ D= (G9T)

Pelo que j4 vimos, se s € N esta no¢do coincide com a derivada ja conhecida.

1.3 Os Espacos de Sobolev

Seja s € R. Os espacos de Sobolev (do tipo L?) em R sdo os seguintes subconjuntos de

!

S (R):
H'R)={feS ®);(1+€)! &) e *(R)}.
O espaco H* (R), s € R, é de Hilbert quando munido do produto interno

13



(f.g), = / (1+&)° (9 g(&)de.

A norma proveniente deste produto interno é

o) = /R (1+¢)

2

dg. (1.18)

~

/] f(€)

Em particular, H° (R) = L* (R). No caso de s € N, temos que

/]

iIS(R) = Z Haﬁf”i?(ug) ‘ (1.19)
=0

Também utilizaremos os espacos de Sobolev homogéneos, definidos para s € R por
H* = H° (R) = {f e S (R);D°f e L2(R)},
com

/1

=5

_ (1.20)
L2(R)

Note que se f € H® (R), entdo

=

/]

|7

_ 3
o ( / e

Logo, concluimos que H* (R) C H* (R), para todo s € R.

Fofa) <o

Exibiremos agora algumas propriedades dos espacos definidos anteriormente.
Proposicao 1.4 Propriedades dos espacos de Sobolev.

(i) Se s < s', entdo H* (R™) C H*(R");

(ii) Se s1 < s < s9, coms=~0s;+ (1—0)sy, 0 <0 <1, entdo

/]

0 1-0
ae® < 1 s @y 11 e gy -

14
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Definicao 1.6 Sejam X e Y espacos de Banach. Diremos que X estd imerso compactamente
emY, e escreveremos
X =Y,

quando:
(i) lzlly < C x|y, Vo € X e alguma contante C.
(ii) Cada sequéncia limitada em X é pré-compacta em 'Y .

Teorema 1.7 (Rellich-Kondrachov) Assuma que U contido em R" é aberto e limitado com
OU de classe C*. Suponha 1 < p < n. Entdo,

H'(U) — LY(U), (1.21)

2
paracadal < q < _n
n—2

g

Teorema 1.8 (Desigualdade de Gagliardo-Niremberg) Sejam q,r € [1,+00) e j,m € NU
{0}, tal que 0 < j < m. Entdo

||8£u||LP(R) < C(]v m,q,T, G)Ha:cnuHLT(R) ’ HUHL‘I(R)
para todo 0 € [i, 1] e p satisfazendo
m

1 1 1
Lot m) !
P T

q

A demonstracdo pode ser vista em ([[17]).

1.4 Espacos de Banach Mistos e suas Propriedades
Para 1 < p,q < co. LP L% é o espago de Banach Misto definido por
LPLY. = {f R [-T,T) i B[l ez < +oo},

15



onde

+00 T % %
||f||Lqu—(/ LI, TT]) =</ (/_T|f<x,t>|th) dx>. (1.22)

Quando p = oo ou ¢ = oo usaremos uma definicdo similar, envolvendo a norma do supremo
essencial. O espaco LY. LY é definido como acima, invertendo-se apenas a ordem de integrago.
Vale mencionar também que se escrevemos I’ = oo na norma acima significa

3=

s = ( [ ||f||Lq(R) - ( ([ |f(x,t)|"dt)2dx> a2

Um resultado que sera utilizado com muita frequéncia € a desigualdade:

Lema 1.2 Sejam f € 2L e g € L°L7, entdo fg € L2L3 e vale

HngLgL?F < ||fHL§L§9 HQHL;OL?F'

16



Demonstracdo. Pela desigualdade de Holder, (1.2) temos

Ity = ([ N i|<fg><as,t>|2dtda:)é
- ([T 1 t>|219<x,t>|2dtdx)é

+o0 %
< / / sup {|fxt|}|gxt|dtdx>
T te[-
T >
_ / sup {|f(x, 1)) |g<x,t>|2dtda:>
—oo tE[-T.T] -
1
2
<

[T o oy s { [ o)
. te?usz] x sup . g(z, x
+oo T 2
- ([T o ey as s { [ e
o tE[-T.T) vy
+o0 2 % T %
- 7 (o ) an) (s { [ i)
oo \te[-T,T] z -7

= ||f||LgL;9 ||gHLg°L2T ’

-

0 que prova o Lema.
U

Teorema 1.9 (Teorema das Trés Linhas) Seja I’ uma fungdo continua e limitada definida so-
bre
S={z=x+iy; 0<x <1}

com F analitica no interior de S. Se para cada y € R
|F(iy)] < My e |F(1+1y)] < M,
entdo para todo z = v + iy € S

|F(a+iy)| < My~" M.

Este teorema apesar de seu aspecto simples tem como consequéncia resultados fortes como por
exemplo o teorema de Riesz-Thorin enuciado abaixo.
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Teorema 1.10 (Riesz-Thorin) Sejam py # p1 e qo # q1. Seja T um operador linear limitado
de L (X, A, u) em L (Y, B,v) com norma My e de LP* (X, A, u) em L™ (Y, B, v) com norma
M,. Entdo T é limitado de L™ (X, A, u) em LY (Y, B, v) com norma My tal que

My < Mg M?.

T
Aqui, My = sup | que c
0 f1,

1 1-6 0 1 1—-6 0
— = +—, —= +—, Vo e (0,1).
Do Po P11 Qo qo q1

Demonstracao: A demonstracdo do mesmo pode ser encontrada em [[10]].

Lema 1.3 Sejam o € (0,1) e ay, 0 € [0, onde o = a1 + ag. Sejam p,p1,p2,q,q1,q2 €

1
(1,00) tal que — = — + — e — = — + —. Entdo
b P2 9 @1 Q2

1Dz (f9) = FD7g = 9D fllpp s, < el DZ fll o g 10229 prz o (1.24)

Além disso, para oy = 0 o valor q; = oo é permitido.

Demonstracao: A demonstracdo do mesmo € feita no apéndice de [6]].

1.5 Variacao de Gateaux e derivada de Fréchet

Nesta se¢do vamos introduzir alguns conceitos basicos do célculo variacional. Podemos olhar
o cdlculo variacional como o célculo diferencial no espaco de fungdes onde tentamos, sobre
espacos apropriados, encontrar curvas que minimizem certos funcionais.

Definicao 1.7 Sejam X um espaco de Banach e F' : X — R um funcional. Se existe um

funcional linear L em X tal que

lim 1(F(u +sh) — F(z) — L(sh) )= 0, (1.25)

s—0 S

para todo h € X tal que o limite existe, entdo 0,F(h) := L(h) é chamada de Variagcdo de
Gdteaux de I' em v na direcdo de h € X.

18



Fixando v € X, o subconjunto A, = {h € X;30,F(h)} de dire¢des cuja variagdo de Gateux
existe é chamado espaco das variacoes admissiveis de X. Note que A, é um subespaco veto-
rial de X. Com efeito, dados o, 3 € R e hq, hy € A, temos, pela linearidade de L, que:

aL(hi) + BL(h2) = L(ahy + Bha), (1.26)

ou seja, ahy + Bhy € A,,.

A fungdo 0,F : A, — R tal que para cada h associe 0, F'(h) é chamada de Variacdo de
Gateaux de [ e u no espago de variagdes admissiveis de X.

Definicao 1.8 Se A, = X, 0, F' é chamada de derivada de Gateaux de F' em .

Neste ponto, fazemos a observagdo se s € R (suficientemente pequeno), podemos pensar numa
funcdo real
s +—— F(u+ sh)

e logo, se existe a variacdo de Gateaux de F' em u na dire¢do h, devemos ter

0, F(h) = d%F(u + sh)

s=0

Agora, afim de esclarecer a no¢do de derivada de Gateaux e também para uso futuro calculare-
mos a derivada de Gateaux de dois funcionais.

1
Exemplo 1.1 Seja M : S(R) — R definido por M (u) = ) / u?dx. Pela observagao feita
R
acima, se a deriva de Gdteaux existe na direcdo u entdo

SuM(h) = %M(Hsh)
s=0

= % <%/R(u+sh)2d:v> _

_ % G /R () de + /R 2su(z)h(z)dz + /R s2h2(g;)dx)
_ %d% (/Ru2(x)dx> SZO+% (S/Ru(x)h(x)dx) +
_ /R whdz.

Assim, vemos que a derivada de Gateaux de M em u € o funcional linear 5, M (h) = (u, h) 12(w),
onde u, h € C5°(R), isso pelo Teorema de Representagdo de Riesz.

=0

% (52 /R h(x)dx)

»

N | —

s=0
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Vamos agora para o préximo exemplo.

Exemplo 1.2 Defina E : S(R) — R por E(u) =

1
(/ uidr — —/u3dx). Vamos calcu-
R 3 Jr

N —

lar a derivada de Géateaux de E.

5. E(h) = %E(qush)
s=0

d1 1 3
d (1 d (s
— d — = [ h3d
i (2 x) ( )| _ 5 (5 i)
d (1 3
: @(a/R“dx) (3 e |
_ B3
i (5 L)
1 2
= uzh dr — = [ u“hdzx
2 Jr
= / Ugprhdx — / u’hdx
R
(o 57)
= — Ugy + =u” | h dx
R 2

= <_umc - U,Q, h>L2(R)-

d
T
d
ds

S
s=0 2

Q.

Portanto,

6uE(h) = (—tgx — U, h) 12(r), Vu, h € CF°(R).
Escolhemos estes dois funcionais pois os mesmos estm ligados diretamente com a equagdo
KdV, como veremos no final do préximo capitulo.
Daremos agora a definicdo de derivada de Fréchet.

Definicao 1.9 Seja X um espaco de Banach e F' : X — R. F' ¢ dita diferencidvel no sentido
de Fréchet em u € X, se existe um funcional linear limitado em X, denotado por DF (u), tal
que

1
AT (F(“ +h) = F(u) - DF(h))= 0. (1.27)
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Se DF(u) = 0, entdo u é chamado ponto critico de F'. Se X, C X é um subespaco e DF(u) =
0 como funcional linear em X, entdo v € chamado ponto criitico de F' em X|,.

Note que se F' € diferencidvel no sentido de Fréchet em v € X, entdo existe a derivada de
Giteaux de F' em u. De fato, sendo F’ diferenciavel no sentido de Fréchet,

: 1
thulgo W(F(“ +h) = F(u) - DF(h)>: 0,
ou seja,
. o
i o (P o) = (@) = DF(sh)) = lim 2 (F(u+ sh) = F(u) = DP(sh))= .

Assim DF(u) = §,F.

Apresentaremos agora o Teorema de Multiplicador de Lagrange para espacos de dimenc¢ao in-
finita.

Teorema 1.11 (Multiplicador de Lagrange) Sejam f,h : X — Z dois funcionais continu-
amente diferencidveis no sentido de Fréchet. Se o funcional f tem um extremo local restrito
a h(u) = c que é um valor relugar no ponto wy, entdo existe um elemento z;, € Z* tal que o

funcional Lagrangiano
L(u) = f(u) + zh(u)
é estaciondrio em T, ou seja,

Ouo | + 250ush = 0.

Este teorema serd fundamental na caracterizagdo da drbita da solucdo tipo onda solitdria para a
KdV. Usaremos o mesmo para os funcionais M e E, para obter o resultado de estabilidade das
solugdes tipo ondas solitdrias.
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Boa Colocacao Local e
Global para a Equacao
Korteweg-de Vries

Neste capitulo demonstraremos a Boa Colocacao Local e Global para a Equacao
Korteweg-de Vries.

Estes resultados, principalmente o de boa colocagdo global, sdo essenciais para obtermos o
resultado sobre estabilidade.

Inicialmente estabeleceremos algumas leis de conservagdo para a equagdo KdV e em seguida
encontraremos uma solucdo formal para a KdV usando a Transformada de Fourier. Feito isto,
demonstraremos algumas estimativas para a KdV e em seguida provaremos um teorema de boa
colocagdo local. Encerramos este capitulo provando um teorema de boa colocacao global.

2.1 Sistemas Integraveis e Leis de Conservacao

Nesta secao veremos como muitas propriedades das solu¢des da KdV podem ser obtidas apenas
a partir do estudo da expressao da equacao, ou seja, de suas propriedades algébricas.

Lembremos da expressdo da Equagdao KdV

Up + Uy + Uzrr, em R X R, 2.1

Estamos interessados nas solu¢des que tendem a zero quando a varidvel independente tende ao
infinio juntamente com todas as suas derivadas.

Para comecarmos a estudar tais propriedades, reescrevemos a equagao (2.1) na seguinte forma:

Uy = Oy (—um — %uz) ) 2.2)
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Integrando sobre a reta e lembrando que v — 0 (assim como todas as suas derivadas) quando
x — F00, podemos escrever

d 1 1
n dr = dr = am_:rx__Z d:_xz__z
dtRux/Rut:c/R (u Qu)x (u 2u)
Ou seja,
/udx:Al,
R

A expressdao acima € uma grandeza conservada, ou seja, ao longo do fluxo pela KdV, / Ty dz,
R
onde 7} = u, ndo se altera. Fisicamente significa que a massa ndo se altera, portanto, temos

uma expressao para a conservacao da massa. Podemos comecar a procurar por outras grandezas
conservadas, em particular associadas a outras entidades fisicas.

o

T=—00

onde A; é uma constante.

Multiplicando a equagdo (2.1]) por u obtemos
Uy + Ul + U Uy = Uty + [(UpUg + Ullpgy) — Ugllyy + WUy | =0, (2.3)

que podemos reescrevé-la na forma

1 2 ]' 2 ]' 3 _
Oy (2u > + Oy (uum Zux + 3u ) =0,

ou ainda,

12 - _lz 13
8t(2u>— 8gc(uumC 2ur+3u>. 2.4)

Integrando sobre a reta e lembrando que © — 0 (assim como todas as suas derivadas) quando
x — F00, podemos escrever

d 1

1
a [ 1 _ 19
o R2u dx /R@t(2u)da:
1 1
= —/R@x (uum—éui—l—gu?’) dz

- 1 9 1 3 =00
= (uum 2uz—|—3u)

/uzda: = Ay,
R
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onde A, é uma constante.

Portanto, escrevendo 7 = u? temos que / T, dx é constante, e temos uma segunda lei de
R
conservacgao, esta associada a conservagcao do momento.

Com um pouco mais de trabalho podemos obter uma terceira lei de conservacdo, desta vez
associada a energia.

Multiplicando a equagio (2.1)) por 3u? obtemos
3utuy + 3uUyey + 3utu, = 0. (2.5)
Agora, derivando a equagao (2.1) em relacdo a x e em seguida multiplicando por 6u,., temos

OUL U + OULUpzpe T+ 6ui + 6u Uy, = 0. (2.6)

Subtraindo (2.5]) de (2.6) obtemos

OUp Uy + 6(Uy ) + OUUL Uz + OULUpeze — SU U — 3UPUL — SU Upgy
+ (G(ux)3 + 12uuxum) + (—3u2umx — 6uuxum) =0,

ou ainda,

3
O, (3(ux)2 — ug) + 0, <_Zu4 + 6Up Uy — OUzy + Buu’ — 3u2um) =0.

Esta dltima equagdo pode ser reescrita como

1 1
Oy ((ug})2 — §u3) = —0, (_ZU4 + QU Uy — gy + 2uu’ — u2um> ) 2.7)

2

1
Assim obtemos T3 = (u;)* — gu?’ que € nova lei de conservacao para a equacao KdV.

E importante notar que sempre que tivermos uma expressio da forma
oT N oxX
ot or

e condi¢des de contorno apropriadas, no caso X — 0 quando x — 00, teremos uma lei de

0

conservagdo, que pode ser escrita [ T dx = A, onde A € uma constante.
R
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Dado que em um problema fisico tipico as leis de conservacao aplicadas sdo exatamente aquelas
associadas a massa e energia, poder-se-ia pensar, a primeira vista, que as trés leis enunciadas
acima esgotam as leis de conservacdo da KdV. No entanto, com muito esfor¢o, Miura, Gardner
e Kruskal em 1968, ver [15], encontraram mais oito leis de conservagdo independentes, total-
izando onze. Para surpresa de muitos, provou-se em seguida que a KdV possui um nimero
infinito de leis de conservagdo, e que além disto, esta caracteristica é compartilhada por um
grande numero de equacdes diferenciais (aquelas que recebem o nome de sistemas integraveis).
Maiores detalhes ver []].

Durante nosso trabalho faremos uso de duas lei de conservacao especiais. Por isso, destacare-
mos as mesmas e passaremos a denotd-las como funcionais.

2.2 KdV Linear

Consideremos o problema de Cauchy envolvendo a equacdo Korteweg-de Vries (KdV) linear,
isto €,

{8tU(x7t)+32U(fvat) = 0 (2.8)

u(z,0) = wu(z).

Aplicando formalmente a Transformada de Fourier em relacdo a x neste sistema obtemos as
relagdes

Multiplicando a equagdo 9,a(¢,t) + (i€)*W(€,t) = 0 pelo fator integrante €9, temos a
equacgdo ’ ’

A(E, 1)’ 1 (i€)2e O q(g 1) = 0.
Observando que

0 (T, e ) = (e, e + (i€)*e (e, 1),
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obtemos a relacao

0, (e, net®™) =0,
Integrando em relagdo a variavel ¢, temos a igualdade
(€, 1)e" = T (€),

ou seja,
~ —(i€)3t~ €3t~
Ut(fﬁ) = e (%) tuo(f) =" tuo(f)-

Agora, aplicando a Transformada inversa de Fourier obtemos uma descricao para a solucao do
sistema que € da forma

u(@, t) = (€1p(€)) Y (x) = (€)Y * uo) (). (2.9)

Denotaremos por W (t) o operador de L?(R) em L*(R) dado por
W (t)ug(x) := (St * ug) (),

onde
Si(x) = (€7 (x).

Temos entao

u(z,t) = W(t)uog(x) = (Sg * up)(x).
Além disso, temos que W (t)u, é dado por
W(euo(a) = ¢ [ aule)e e,

— 00

onde ¢ € uma constante real.

2.3 [Estimativas Lineares

Nesta secao demonstraremos algumas desigualdades fundamentais para a prova do teorema de
boa colocacao local.

Teorema 2.1
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(i) Se uy € L*(R) entdo

W (t)ug < cfluol|L2(r)- (2.10)

LeL?

(ii) Se g € LLL? entdo para qualquer T > 0

a t
oz [t <l @11)
v Jo L$L2
Demonstracio. Consideremos uy € L*(R) e W (t)ug(z) = ¢ / To (€)™’ e de.

Derivando W (t)ug(z) com relagdo a varidvel x e fazendo a mudanga de varidvel £ = 7, temos
que

@W@w@)zé%F/w%@%%@%

o0

I
o

I

o (€)e'S ige e de

0 1/3 mt 1/3 7,77 7’]—2/3d7’]

88

tn+xn1/3)/\ (771/3)77_1/36177-

8
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Usando agora a Identidade de Parseval (na varidvel ¢), temos
oV Ol = [ 1o o)
= /Oo c/oo e’i(tnﬂrnl”’)ao(771/3)77—1/36[77
— 2 /OO }7771/3‘2 ian'/? |2‘ ﬂo(nl/?’)rdn
o N IR
- 02/_00 €17 fao(©)* €d
ol NCGIRC

[e.9]

2
dt

2
dt

~ 12
= ¢ ||u0HL2(R)

2
= ¢ HUOHLQ(R)'

Logo,
0
‘ 5 W (Do = sup {||8xW(t>uoHLz}
= sup { uoll e}
Tz€R
= clluoll o) -
O que demonstra (2.10).

Para a prova de (i¢) inicialmente afirmamos que

< dlgllzrzz

8 t
%/0 W(t — )g(x, ¢')dt

L3

(2.12)

De fato, a desigualdade (2.12) é consequéncia imediata de (2.10), das propriedades do grupo e

da desigualdade que veremos a seguir.
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Da isometria do grupo em L*(RR), e da comutatividade do grupo com relacio a derivada, temos
as relacoes

8 * / / / a
a—x/_ooW(t—t)g(a:,t)dt

- |12 / T WOW (=g, ¢)dt

—0o0

L3 L3

- W(t)% /_ T Wt gl )l

L

8 * ! ! !
= %/w W (—t"g(z,t")dt

< cllgllrarz,

12

o que demonstra (2.12).
A desigualdade (2.12)) implica na seguinte estimativa

‘ % /Ot Wt —t)g(x,t)dt

O que completa a demonstracdo de (2.11)).

< cllgllzyrz-
LPL2

Teorema 2.2 Estimativas Lineares:
(i) Seug € H1/4(R) entdo
W (#yoll a0 < ]| DY 00| oy - (2.13)

(i) Seug € L*(R) entdo
1D AW (1o g < N0l ey - (2.14)

(iii) Seja s > 3/4. Entdo para qualquer uy € H*(R) e qualquer p > 3/4

Demonstracao.

Este resultados sdo de extrema importancia para nossos resultados de boa colocagao local e
global.

O primeiro resultado ¢ demonstrado em [S]. A prova do segundo e do terceiro resultado esta
em [6], lema 2.4 e corolério 2.9, respectivamente.

O
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2.4 O problema de Cauchy para a equacao KdV em espacos
de Sobolev H*(R), com s > 3/4.

A seguir desenvolveremos uma das partes principais do nosso trabalho que € a boa colocagao
local no tempo para o PVI

{ U + Uy + Ugge = 0 2.16)

u(z,0) = ug(x).

Mais precisamente, provaremos o seguinte teorema:

Teorema 2.3 Consideremos o PVI (2.16)) e seja s > 3/4. Entdo para cada ug € H*(R) existe

T = T(||uo||asm®)) > 0 (com T(p) — oo para p — 0) e uma iinica solugdo u(t) de (2.16)
satisfazendo
we O(-T,T] : H(R)), (2.17)
u, € L*([-T,T) : L*(R)), (2.18)
0
HD;—“ < 0, (2.19)
02 || o 13
Hu“LgL%o < 0. (2.20)

Além disso, para qualquer T' € (0,T) existe uma vizinhanca V de ug em H*(R) tal que a
funcdo uy — u(t) de V sobre a classe definida por —@ com T no lugar de T é
Lipschitz.

Antes de demonstrarmos o Teorema [2.3] faremos uma motivagio para o funcional utilizado na
prova deste teorema.

Aplicando a transformada de Fourier com respeito a varidvel = no sistema (2.16)), obtemos

(€. 1) + (i)*TU(E. 1) + udgu(€, t) = 0
{ u(&,0) = @p(€). : (2.21)

Multiplicando a primeira equagdo de ll pelo fator integrante e’ obtemos
QO™ 1 (3€)30e O™ 4 (O™ ) = 0,
onde f(x,t) = u(x,t)0,u(x,t) é uma constante.

Observando que
%(Ae(if)g’t) = Ty’ 4 (i€) e,
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obtemos a relacao

d » P
(@) = —f(n)ei’™.

Integrando em relacdo a varidvel ¢, temos a igualdade

t
e(ig)Bt;u\(t) _ % _/ f(t/)e(ig)gtldt/,
0

ou ainda,

(t) = e (9% — ¢~ (i©)° /f (i€’

Portanto, aplicando a transformacao inversa obtemos a equacao

u(t) = ([L\Oe—(ZE) ( —(ZS)St/ f (i) tdt)
— ~ GE3\V i3 (t—t') Fryf dt.
(e [ (i)

. o~ v
Sabemos que W (t)up = (') e (eléd(tft )f(t/)> =W(t—-t)f(t)

() = W ()uo — /0 tW(t—t’)( §x> ()dt.

Isto é, se u satisfaz o sistema ([2.16)) entdo u satisfaz a equagdo integral (2.22]).

temos a identidade

Demonstragio do Teorema[2.3] Consideremos um intervalo [—7', 7] e uma fungio

wiRx[-T,T] >R, em H*R).

Com o objetivo de simplificar as nota¢des considere as normas

A (w) = max[[w(t)]

te[~T,T]
A (1) = ( /

Hs(R)

ow
55 (1)
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4 1/4
dt) |

W (uu,)(t") , entdo

(2.22)

(2.23)

(2.24)



9 1/2
T p: 2 = /T p: 2 (z,t)| dt (2.25)
)\3< ) xaxw LgOL%_Slip xawx ) .
A (w) = (1+T)7*[|w|| 1215, parap > 3/4, (2.26)
A" (w) ;== max AT (w). (2.27)
7j=1,...,.4

Vamos considerar também o espaco métrico completo
Xr:={we O(-T,T] : H*(R)); AT(w) < oo}, (2.28)

com a métrica
d(wy, we) = AT(w1 — wy).

Vale destacar que a escolha do conjunto de normas acima e do espago métrico X, € a esséncia
da demonstracao do teorema. Tais escolhas decorrem de vdrias tentativas e observacdes na
busca de estimativas da norma H°(R).

Vejamos inicialmente que X1 # (). Para tanto, obsevemos que se uy € H*(R) entdo usando as
propriedades do grupo e as desigualdades (2.10), (2.14) e (2.13) temos que

M (W (tuo) = max [[W(t)u|

te[-T,T]

H*(R)

- teI[nE%XT [|uoll sy = [uoll s @),

. Tlow @, I\
(W (t)ug) = S|
_T a 0o
. 8u0
- wogeo],
8u0
< 0
< \W(t)axmw
< ‘D;M%
or L2(R)

< cluollrzmy < eluollm ),
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As (W (o) =

H xax

L?L%
< ||D*—W (t)u
- ’ “pg (L Ler?
< c||Djuol| 2w
< cJuollz2@m) < efluol|msw)

M (W(t)ug) = (1+T)°[[W(t)uo| |2 g
< (T+T)Pe(14T)°||uo|

= cffuol

H*(R)

Hs(R)-

Assim, se ug € H*(R) entdo para qualquer 7' > 0, W(t)up € Xr com AT(W (t)ug) =
[Jmax AT (W (t)uo) dependendo de ||u|| = (r) mas ndo de T e portanto X7 # .

77777

Nosso principal objetivo agora serd mostrar que existe 7" = T'(||ug || ;7 R)) > 0 (dependendo
de [|uo||p+(r) de uma maneira apropriada) e a = a([|uol| js)) > O tal que se v € X7 entdo
u=o¢(v) € X 7€ ¢ X7 — X7 é uma contragdo. Uma vez provado isto segue-se, do Teorema
do Ponto Fixo de Banach, que existe um tnico u € X7 tal que ¢, (u) = u, isto é,

u(t) = m—/ﬂ”—t(gJ@Mﬁ

Para isto, denotemos por u = ¢(v) = ¢y, (v) a solugdo do PVI linear ndo-homogéneo

3 _
{ O+ 0u 4+ v0,v =0 (2.29)

u(z,0) = up(x),

onde up € H*(R) e X% := {w € Xr; AT(w) < a}.

Agora considermos a equagdo integral de PVI (2.29), ou seja,

o0
u(t) = uo—/ Wt —t) ( 8x> (¥)dt' (2.30)

A seguir, estabeleceremos uma sequéncia de Lemas, a qual fornece estimativas que serdo uti-
lizadas mais adiante.
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Lema 2.1
ov

v—

o < c(1+T)° (A" (v))>. (2.31)

s [ Ov
HD < ax)

Usando as definicdes das normas e propriedades do supremo obtemos as seguintes desigual-

dades
) 1/2
dz
Ly
o ) 1/2
[ Lo G} o)
-TJ—-c0 T ox
- 1/2
(Sup/ |v|2da:> dt)
(0,77
. 1/2
sup/ |v[2da:> ( (sup{‘ '
[0,7] J —c0
dt
LOO

L2L2, L2L2

Demonstracao.

ov
0z

L2112

IN

[\
/‘\Q/‘\/‘\
5o
VRS
0]
8 =
o}
—

1/2
< 2
< (st / o
T
ov
= sup||v|[nsm) dt
(0,7 -T Ox L>=(R)
T 8'0 4 1/4 T 1/4
< sup||v|] s ) p dt 1dt
[0,7) 7 || OF || Lo (R) -T

ov

%7

;( D5 dt) +<//

35

a, P, q, P2 € g2 apresentado nos preliminares,

1/2
d:z:dt) .

Agora, usando o Lema li com f =v,9 =

deduzimos a seguinte desigualdade

T
(3], < ol
0z ) |23 -

ov
U—

ov
DS
ox v




Como
T 2 1/2 T
ov
1D5ellmtt) < (] (—)
</—T L (R) L®) -7 ox

T

= sup {HD;UHL2(R)} </ (
[_TuT} =T
T

< sup {HD;UHLQ(IR)} / (
7,7 -7

< et sup {IID5vla }(/

— N

(°5)

Lo (R)

L)
SN
21

SERE

T

(e
)l
)l
(5

T

e
T ) 1/2 1/2
(// o0 2 d:cdt) - (/ / w35 Ov dtd:c)
T J—- ox
= vD;
8x L2L2
ov
< 2] 00 DS
< lelhasz | Do)
_ s O0v
< (+T)PA+T) P lollpa e || Prry
o O LI

= (1+T)"A1(v)A3(v)

obtemos as seguintes sequéncias de desigualdades
HDS ( gD < TN (0)AT () + (14 T)P AL (v) AL (v)
< 1+ T (AT (v)),

0 que completa a demonstrac@o da desigualdade (2.31).

L2L2

Lema 2.2

A () < [ful

(t")dt'. (2.32)

T
H*(R) +/T
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sup {1|D3 v||L2(R)})

1/2

1/4
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Demonstracao. Usando as propriedades do grupo e a equacao (2.30) segue que

M) = max [lulli
max ||V (t)u / t Wt —t) (ﬁ“) (t')dt
= X —_ —_— —
te[—T,T) 0 0 ox H3(R)
ax |[W (E)uy — W(#) / Wity (020 (@)
= max uy — - —
te[-T.T) 0 0 ox Ho(R)
W(t)[ / tW( #) (vav)(t’)dt’}
= max Uy — - —
te[-T.T) 0 0 ox H3(R)
t
= max |lug— [ W(-t) (v@> (t")dt'
te[—T.T] 0 ox H3(R)
< max |l + |- [ W) (o2 e
max | ||uol|gs - - —
~  te[-T.T) I OlH*(R) 0 ox Ho(R)
I r ov
< max | ||uol|gsr —l—/ (v—) (t"dt'
te[-T,T) I (®) _7 ox H3(R)
r ov
— Hu0||H3(R)+/ (U—) (t’)dt/’
I\ 07/ |l ey
o que completa a demonstracdo de ([2.32))
O
Lema 2.3
T g dv / /
A (u) < ¢ \]uo\\Hs(R)+/ v— (tdt'| . (2.33)
07 /|l 1s)




Demonstracao. Usando as propriedades do grupo, a equagdo (2.30) e a inequagdo (2.14]) obte-

mos as seguintes desigualdades

1/4
Tl ou 4
M) = / t dt’
2 (u) . ax( ) . )
T 4 1/4
= / —{ t)ug — /Wt—t ( )(t’)dt’} (+,t) dt'
-7 L= (R)
1/4
Az | fweo (o) o] o]
= — | W (t)ug — W (t W(=t") (v=— | (tdt'| (-t dt’
/Tax =W [ W) (o5 ) @t | 0
T 4 1/4
= / —W {uo /W ( )(/)dt’} (-,1) dt’
T L>(R)
T 4 1/4
< / —W {uo /W ( )(’)dt’} ol ar
-7 L (R)
t
< cllug— [ W(—t tdt
< cfu- [wen (v3) @ .
t ov
< cllug— [ W(=t) (U—) (t")dt'
0 0 or Ho(R)
t ov
= cllup— [ W(=t) (v—) (t")dt'
0 0 Ox 3 (R)
) t )
< ellollme + |- [ wi-e) (o) @rar ]
i 0 v H*(R)
[ T ov
< ¢ |||uol|ms +/ (v—) (tdt'| .
_ ol Hs(R) . 92 | o
O
Lema 2.4
T g 8U / !
Az (u) < c|||uol sy + v— (tdt'| . (2.34)
ox
— HS(R)
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Demonstracdo. Usando as propriedades do grupo e a desigualdade ([2.10)) temos que

0
)\3T(u) = Di%u

L LE,

‘ {W uo_/ W(t—t) ( )(t')dt'} .
;(96 {W wo — W / W(- ( )(t’)dt’}
iax{w [uo—/W ( )( )dtl]}
;[uo /W ( )()dt}
uo—/ W(- ( )( Nt
. _uo_ /0 W(—t) (va—Z) (t)dt' e

Jolle H /W ( )(/)dt/ HS(RJ
' () (t/)dtf] |

D) —
= ||D
L¥LE

D

LgeL2

IN

L2(R)

IN

H3(R)

VAN
o

IN
o

ol r-ca) + /
-7

H*(R)

Lema 2.5

(*5:)

(t’)dt’] . (2.35)

Ho(R)



Demonstracdo. Usando as propriedades do grupo e a desigualdade ([2.15)) temos que

N(w) = (1+T) |l

— 0+ Wit - [ Wit - 1) (g_) ()

U+ ) W — W) /0 W) @%) (ar

= 1+T)"|\W(t) {uo —/OtW(—t') (v%> (t’)dt'] L%L; 5
< (A+T)Pe(1+T) uo—/otm_t,) <U%> ()t Ho(R)

o — /0 tW(—t’) (vg—j;) (t')dt’

= ¢
H:(R)
i ! a/U ! !
I 0 Ox ()
[ T ov
< e |||uollms(r —|—/ (v—) (t")dt'| .
i RV AT H3(R)
! ! av ! !
< QT | @l + | [ W) (051 ) (i

= A+ TD) "W (t)uoll 20 + (1 +T)77

/OtW(t —t) (v?—i) (t")at'

L2Ly
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Agora, tomando o maximo dos A/ (u), usando as desigualdades (2.32) — (2.35)) e a desigualdade
de Minkowski segue-se que

A (u) = .max4)\T(u)

T
w+ [
Hs(R) -

T 2 vz o 1/2
He®) + € / (t)dt (/ 12dt>
-T Hs(R) -T
. 5 1/2
) + T / (t)dt
-7 H*(R)

o) + T2 (1+T)P (AT (v))2 (2.36)

ov
U—

oz

< ¢ [IIUol

(t)dt]

H*(R)

ov
U—

oz

IN

C||U0|

ov
< elluol v—

T

< cffuol

Escolhemos a e 7' > 0 tal que
a = 2c||up

H*(R), (2.37)
com 7T satisfazendo
4¢TY?(1 4+ T)Pa < 1. (2.38)

De nossas escolhas em (2.37) e (2.38)) resulta que
A(e(v)) = A(u)

| [uol

IN

Hs(R) T cI'P(1+ T)P (AT (v))?

a+1 9 3a<
-+ —a"=— <ua.
2 da 4 ~

IA

Assim, ¢(v) = ¢, (v) € X desde que v € X! e portanto ¢ : X¢ — X,

Para continuar nossa demonstragcdo, consideremos o seguinte lema:

Lema 2.6
7% w9 (1)
U@I U@x

Demonstracao. Usando a linearidade do grupo W (t) e as idéias utilizadas nas estimativas de
M, i =1,2,3 e 4 segue a demonstragio do lema.

dt’.

He(R)

AT(¢u0(U) - ¢u0(5)) < /T

g
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Mostraremos agora que ¢ : X7 — X7 € uma contragdo. Para isto tomemos v, v € X7 com a e

T satisfazendo e (2.38). Note que
A (9w (v) = 90 (@) = max Aj(Su(v) = Puo (2))

,,,,,

< T2+ T)PA (v = D){AT(v) + AT (D)}
< 2¢TY2(1 4 T)PaA” (v — D)
< %AT(U — ).

Portanto, para valores de 7" satisfazendo (2.37 - e (2.38), ¢ : X} — X4 é uma contragdo e com
isso existe um tnico u € X7 tal que ¢, (u) = u, 1st0 é,

u(t) = uo—/ Wt —t') ( gD (t')dt'.

De modo anélogo, para 77 € (0,7') obtemos

A" (Guy (v) = 63 (0) < elluo = Tol sy + €T (1 4+ T1)PA™ (0 = D) A" (0) + AT (@),

Para ver que a aplicac¢@o dado inicial-fluxo é Lipschitz, considere T} € (0,7) e v,v € X{ com

a e T satisfazendo (2.37) e (2.38]) . Assim,
ATI (¢u0 (U) - (bﬁo (6)) = ATI (U - 57)
< df|uo — ol

wey + TP+ T)PAT (v — D) {AT (v) + AT (0)}
He(R) + 2acT11/2(1 +T1)PAT (v — D).

< cllup — ol

Portanto,

A (uy (v) = 65, ()) < K| luo — ol

onde K > 0. Assim, para um 77 € (0,7) a aplicacdo ug — u de V (vizinhanga de wg
dependendo de T1) em X7, € Lipschitz.

Ho(R)

Para estendermos a unicidade de nossa solugdo ao intervalo (0, 7"), consideremos w € X, para
T € (0,T) uma solugéo do (2.16). O argumento usado em ([2.36)) mostra que para T, € (0, 77),
w € X7,. Portanto mostra que w = uem R x [T, T5)].

Utilizando este mesmo processo um numero finito de vezes, estendemos a unicidade de nossa
solugdo ao intervalo (0, 7).

Portanto, estd completa a demonstragdo do Teorema
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2.5 Boa Colocacao Global para a equacao KdV em espacos
de Sobolev H*(R),com s > 1, s € N

Utilizaremos fortemente o resultado obtido na se¢do anterior juntamente com os funcionais para
os quais a equacao KdV preserva.

Teorema 2.4 Se s € N, entdo o PVI é globalmente bem posto em H*(R), ou seja,

u € L™(R, H*(R)). (2.39)

Demonstracao. Para isso € suficiente mostrar que

sup [|u(-, )|l o my < +00 (2.40)
teR

Por simplicidade, demonstraremos apenas o caso s = 1, uma vez que este nos serd util para
concluir o resultado de estabilidade. De fato, sabemos que

2 2 2
[ Ol @y = NuC Ol 2@y + lual Ol @) -
Usando a quantidade conservada M (u(-,t)) = Q(uop), ¥Vt € R concluimos que

Hu(~,t)HL2(R) = HUOHLQ(R) , Vt € R.

Dai, se ug € H*(R), entdo ||u(-,?)[ ) < 00, Vt € R. Assim, resta mostrar que [|uy (-, )| o)
¢ limitado. Para verificar isto, vamos usar outra quantidade conservada, a saber F(u(-,t)) =
E(uyp). Usando esse fato temos que

1 1
||ux(~,t)||iQ(R) :/ui(:p,t)dx:/axu%dm—g/ugdang/ug(m,t)dw. (2.41)
R R R R

Da desigualdade de Gagliardo-Niremberg segue que

1/6 5/6
s 0)l sy < €l Ol gy lul )17, -

dai,

R 1/2 5/2
[ wantide < elhua 0 ol

Usando a desigualdade obtida em (2.41]) ficamos com a seguinte desigualdade

2 1/2
ot (-, )22y < A+ B llua (-, 0] ol
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e dai,

1/2 3/2
lota (- D1ty (e ) — B) < A, (2.42)

onde A e B sdo constantes que independem de ¢. Com isso, podemos concluir que ||u, (-, t) Hig(R)
€ limitado paratodo t € R.

Isso encerra nossa demonstracao.

44



Existéncia e Estabilidade de
solucoes tipo Ondas
solitarias para a Equacao
KdV

3.1 Existéncia de solucoes tipo Ondas solitarias para a Equacao
KdV

Em 1895, Diederik Korteweg € Gustav de Vries encontraram uma equacao diferen-
cial parcial que modela a altura da superficie da 4gua que se move em forma de onda ao longo
de um canal estreito de dguas rasas, sobre a acdo da gravidade.

O comprimento dessas ondas € muito grande quando comparado com a profundidade do meio
em que ela se encontra.

Trabalharemos com a Equagao de Korteweg-de Vries

U + Uy + Ugpy = 0. (3.1

Dediquemo-nos agora a encontrar uma solugdo tipo onda solitdria para a equagdo KdV (3.1).
Inicialmente introduzimos a forma de onda solitdria u(z,t) = f(z — ct), que deve ter a forma
de pulso (como mostra a figura abaixo) e ¢ > 0 (que representa a velocidade da onda). Dai,
#(z), ¢'(2) e ¢"(z) tendem a zero quando |z| tende ao infinito.




Observamos que:

1) w = %(b(x —ct) = —c¢/(z — ct);

.. _d T
(ii) ux—%(b(x—ct)—gb(x ct);
3
da

Agora, fazendo a mudanca de varidvel z = = — ct e introduzindo esta forma de onda solitdria
na equagdo KdV, ficamos com uma equagdo diferencial ordinéria para ¢(z) da seguinte forma:

flz—ct) =¢" (x — ct).

—c¢' + ¢¢' + ¢" = 0. (3.2)
Aplicando a integral em relacdo a z em ambos os membros da igualdade, obtemos:

/(—c¢’ + ¢¢' + ¢") dz = /O dz. Portanto,
/(—ab’) dz + /(¢¢') dz + /(¢"’) dz = a, ouainda,

—c¢—|—/<%2> dz+ ¢" = a. Logo

1
—c¢+§¢2+¢”=a,

onde a € a constante de integragao.

Usando a hipétese que ¢(z),¢"(z) — 0 quando z — oo, concluimos que o valor de a é
exatamente zero. Logo,

e+ 36+ =0 (3.3)

Agora, multiplicando ambos 0s membros da equagdo acima por ¢', ficamos com:

1
—cpd/ + 58° + 89" = 0.
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Integrando a equacao precedente em relacdo a z, obtemos:

/( cod + = ¢2¢ +q§¢”)dz— 0dz
/¢¢>dz+— ¢¢dz+/¢¢"dz

(&) () e () e

1 1
—c50" + ¢3 2<¢) =b
—SCgb + gb3 + 3(¢")? = 6b, onde b é uma constante.

HHIIII

Sabemos que ¢(z), ¢'(z) — 0 quando z — oo, pois estamos supondo que ¢ é uma onda tipo
pulso. Assim, a constante de integragdo b € igual a zero.

Colocando o termo (¢)? em evidéncia, obtemos a seguinte equagio:
3(¢)" = (3¢ — ¢)¢™. (3.4)

Observamos agora que € necessdrio ¢(z) < 3¢,V z € R. Além disso, pela fisica do problema,
podemos supor que ¢(z) > 0,V z € R.

Dai, 0 < ¢(2) < 3¢,,V z € R. Segue-se portanto de (3.4) que

\/_
3.5

Para simplificar os célculos, facamos a substituicdo 1> = 3¢ — ¢. Assim, ¢ = 3¢ — ¥* e
¢ = —2)’. Portanto a equagdo (3.5) assume a forma:

V3 23
=1 =
C

(36— w2)\/3c_ (30 — w2)(_2w¢,) = - w2w/ — 1

Queremos integrar mais uma vez com relacdo a z, mas antes disso vamos escrever a equagao
acima na forma de fracdes parciais:

2V/3

30_w2¢/:_1 - ¢ w —\/E.

Vie—v  Vaetrv
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Integrando a equacao precedente em relagdo a z, temos que

/\/3———¢ \/_+wdz—/ —+/cdz e portanto

In(v3e +4¢) —In(v3c —¢) = —Vez +d.

Aplicando a fun¢do exponencial em ambos os membros da igualdade acima, obtemos:

e—*Vetd +1

b(2) = V3e (e_ww - 1) — —\/3ctanh E\/E . d} . (3.6)

Portanto, como ¢ = 3¢ — 1), temos que:
(2) = 3¢ sech? [gfc - d} . 3.7)

Visto que d € a constante de integracdo, para simplificar nossa solu¢do, admitiremos d = 0, e
ficamos com a equacgao:

(2) = 3¢ sech? [%x/z} . (3.8)
Assim, a solu¢do da equagao KdV, tipo onda solitéria, é

u(z,t) = ¢(x — ct) = 3c sech? B\/E(x — ct)} : (3.9)

Russell observou que no experimento das ondas de translacdo, a velocidade com a qual a onda
se desloca horizontalmente € constante e igual a ¢, e pela observacao feita no texto, a amplitude
da onda é 3c.

3.2 Lema de Compacidade Concentrada
Nesta secdo apresentaremos o Lema de Compacidade Concentrada e explicaremos como iremos
utilizé-lo.

A prova deste resultado pode ser encontrada nos trabalhos de Lions ([21]) e ([22]) ou na
dissertacdo de mestrado ([23]]).
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Lema 3.1 (Compacidade Concentrada) Seja (p,,) uma sequéncia de fungéoes em L'(R") sat-
isfazendo:

n

Pn > 0em R", / pndr = A (3.10)

com \ > 0 fixado. Entdo existe uma subsequéncia (p,, ) satisfazendo uma das trés propriedades
abaixo:

(i) (Compacidade) existe y;, € R" tal que p,,, (- + yi) acumula-se, ou seja,

Ve > 0,dR < o0, P dr > X\ —€; (3.11)
Yy +Br
(ii) (Nulidade)
lim {sup / pnkdx} =0, V0O < R < o0; (3.12)
k—s00 yeR” y+Bpr

(iii) (Dicotomia) Existe o € (0, \) tal que para todo ¢ > 0, existe ko > 1 e p;, pi € L'(R")
com py,, pi > 0 satisfazendo para k > kg

/ prdr — a
R

Para utilizar este lema trataremos nosso problema de estabilidade como um problema de minimizacao.
Na secdo que segue, fixaremos um funcional. A saber,

<&, <e

Hpnk - (pllc + pi)HLI(R") <g,

[ ptd= -0

dist (Supp 1., Supp pi) LIS

1
M(u) = §/Ru2dx,

e procuramos no conjunto das fungdes que pertencem a pré-imagem de um valor regular deste
funcional descrever o comportamente das sequéncias minimizantes de outro funcional,

o)< ([ [~ 1] ).

Fixaremos agora a notacdo para relacionar o lema apresentado acima com o prova da Estabili-
dade de solug¢des tipo Ondas solitarias para a Equacao KdV que daremos na préxima secao.
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No que segue a sequéncia ( f,,) cumprird o papel desempenhado pela sequéncia (p,,), ou seja,
fo € L'(R)

que € 0 mesmo que
fn€ La(R) e fadr =q,

Rn
onde ¢ € uma constante. Feito isso, o Lema de Compacidade Concentrada é valido e temos que
existe uma subsequéncia

(fr)

satisfazendo uma das trés propriedades abaixo:

(i) (Compacidade) existe y; € R tal que f,, (- + yx) acumula-se, ou seja,

Yr+r
Vz < g, 3r < oo, / 7fk(:)s)dx > z; (3.13)
Y —T
(i1)) (Nulidade)
y+r
lim {sup/ I (x)dx} =0, V0 <r < o0 (3.14)
k—so00 yER Jy—r

(iii) (Dicotomia) Existe o € (0, ¢) tal que para todo £ > 0, existe kg > 1 e gy, hy € L'(R™)
com g, hy > 0 satisfazendo para k > k

/gzda:—oz
R

dist (Supp g, Supp hy) LIV

<€

/hadm— (q— a)

||fnk_(gk+hk)|‘L2(R) <g, <eg,

Para prosseguir na demonstracdo do resultado trabalharemos para eliminar os casos de Nuli-
dade e Dicotomia restando apenas a Compacidade.

3.3 Estabilidade de solucoes tipo Ondas Solitarias para a Equacao
KdV

Nesta se¢@o vamos mostrar nosso resultado principal, ilustrando assim o Método de Compaci-
dade Concentrada. O teorema que demonstraremos ¢ um resultado de Benjamin e Bona que
trata da Estabilidade das Solugdes do Tipo Ondas Solitdrias para a equagdo KdV (2).
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Teorema 3.1 Para cada € > 0, existe § > 0 tal que se
luo — dell . wy <9, (3.15)
entdo a solugdo u(x,t) do problema (2) com u(x,0) = ug satisfaz

inf [|u(-,t) = ¢c(- + )l < € VEER. (3.16)

yER

Iniciamos definindo dois funcionais £, M : H'(R) — R que sdo conservados pelo fluxo da
equagdo KdV (2), dados por

M(u) = %/qum (3.17)
R
€
1 2 1 3
E<u>:§/ (ug) — U dx. (3.18)
R

Uma observagao rapida nos mostra que M e £ sdo funcionais continuos. De fato, seja K C
H'(R) um conjunto compacto arbitrario. Tomando u,v € K vamos mostrar que M e E sio
uniformemente continuos em K e assim continuos em H'(R).

|M(u) — M(v)| = ‘E/Ude—l/Uzdx
2 Jr 2 Jr
1 2 2
= 5 [l = ol |
1
Y ‘||U||L2(R) + HUHL?(R)‘ HUHL2(R) - HUHL2(R)

< Ollull sy = IVl aqo
< CHU’_UHLQ(R)
< Cllu = | 1 (x, onde C depende apenas de K,
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1 1 1 1
|E(u) — E(v)] = —/ (ug)? — | do | — —/ (vy)* — =v*| dx
2 ) 3 2 Ja 3
1 1
< = /(ux)Qda:—/(vmfdx + = /u3d:1:—/v3dx
2 |Jr R 6 |/r R
< 1 2 2 1 3 3
< 5 lullza@ = lvsllzem| + 5 [lullzam) = Ivllza
1
= 35 HUxHL2(R) + HU:::HH(R)‘ HUxHL2(R) - HUxHLQ(R)’
1 2 2
+ 6 ||u||L3(R) + ”u”L3(R) ||U||L3(R) + HUHL3(R) ‘HUHL?’(R) - ||UHL3(R)‘
< G ||UI||L2(]R) - ”UIHL2(R) + s )HUHL?’(R) - ||U||L3(R)‘
< Crllug = vall 2@y + C2 [lu — vl 13wy
< Cllu = vy gy, onde C depende apenas de K,

onde usamos a deigualdade triangular, o fato que u, v € K e o Teorema de Imersdao de Sobolev
para concluir as desigualdades acima.

. . I . T
Fixemos agora um niimero positivo c e seja ¢.(z) = 3¢ sech? [5 \/E] .

Com o objetivo de usar o Lema de Compacidade Concentrada precisamos estabelecer alguns

1
resultados. Para isso, considere os nimeros reais ¢ = M (¢,.) = 3 / P*dr e
R
aj

I,=inf{EW); v € H'(R) e M(¢y)) = (3.19)
Definimos agora o conjunto minimizante para I, como sendo
Gy ={v e H(R); E(¥) =Ie M(y) = qj . (3.20)

Além disso, definimos uma sequéncia minimizante para I, como sendo uma sequéncia de
fungdes (f,) em H'(R) satisfazendo

M(f,)=q,VneNe lim E(f,) =1,

n—-aoo
A fun¢do g = lim f,, quando este limite existir, ¢ chamada de minimizador de I,.
n—-—:aoo

Agora, pondo p, = |f,|?, vemos que a sequéncia (p,) C H'(R), pois f, € L*(R) e p, >
0,Vn € N. Isso nos coloca nas hipéteses do Lema de Compacidade Concentrada (3.1)).
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O Lema de Compacidade Concentrada quando aplicado a esta situacdo, consiste em duas
observagdes: a primeira é que se & = ¢, entdo a sequéncia minimizante ( f,,) possui uma sub-
sequéncia que, quando seus termos sao transladados adequadamente, converge fortemente em
H*(R) para um elemento de Gg; a segunda € que algumas propriedades simples do problema
variacional implicam que o = ¢ para cada sequéncia minimizante ( f,,).

Segue-se entdo que ndo apenas existe um minimizador em H'(R), mas cada sequéncia mini-
mizante converge em H'(RR), na norma H'(R), para um elemento do conjunto G,,.

Precisamos agora dar alguns detalhes do método.

Lema 3.2 Suponha que sdo dados B > 0 e > 0. Entdo existe n = n(B,0) > 0 tal que se
£ € H'R) com | fllgs gy < Bellfll g > 0. entdo

y+1/2
sup / F@)fde > 1.
Yy

yeR -1/2

Demonstracao. Temos que:

j+1/2 B2 J+1/2
3 / (P2 + (7)) do = [/ 2y < B2 = 1y =S —— / fPde.
J

= Jiap HfHLs sy i1

Dai, existe jp € Z tal que

Jo+1/2 B2 jo+1/2
[ o [P
J J

jo—1/2 I sy Jio-172

Agora, usando o teorema de Rellich-Kondrachov (1.7)), temos que existe uma constante A (que
independe de f) tal que

jo+1/2 1/3 jo+1/2 1/2
/ Bar) = 1Pl < AIF ] = A / Pfrde)
jo—1/2 jo—1/2

onde U = B ((jo,0,0,0,0,0);1/2) € R® e F(x1, 19, 73, 14, 75, 76) = f(z1).

Jot+1/2 1/3 AB Jot1/2 1/2
(/ |f|3dx> < ( 37 ) (/ |f|3dx) )
do—1/2 1 1175y Jo—1/2
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Elevando ao quadrado ambos os membros da desigualdade acima e usando a hipétese que | f|3 >

0 obtemos
jo+1/2 59
AR
J

0—1/2 ASBS
59
Agora, basta tomar 1 = 1656 e observar que
y+1/2 , Jo+1/2 ,
sup [ |f@Pdez [ s
yeR Jy—1/2 jo—1/2

para concluir a demonstracao.
O

No que segue-se, vamos estabelecer algumas propriedades do problema variacional e de suas
sequéncias minimizantes que nao dependem do valor de a.

Lema 3.3 Para todo ¢, > 0, tem-se que

—oo < I, <0.

Demonstragao. Inicialmente vamos mostrar que I,, < 0. Escolha ¢ € H'(R) tal que M (¢)) =
q e / W3dx # 0. Para cada 6 > 0, defina by por ¢(z) = V0 (). Entdo, para todo 6 > 0
R

tem-se que

M(zp@):/R(\/éz/z(@x))zdxze/

R

(W6 da =6 [ 62(0) ) = M)

onde usamos, e usaremos abaixo, a mudancga de variavel y = fx. Agora, definimos
g :(0,+00) — R por

90) = Blwn) =5 [ (00.(02))" = 3(VBu(0x) e
H2 ) 91/2 5
= 3 R(ﬁ’y) dy — ? Rw dy.

Sendo / 1 # 0, temos que para 6 suficientemente pequeno g(6) < 0. Logo,
R

Iy, < E(e) = g(0) <0.
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Vamos mostrar que /,, > —oo0.

De fato, denotando por ¢/ uma fungo arbitraria em H'(R) tal que M(z)) = ¢,. Para mostrar
que I,, > —oo, é suficiente mostrar que E(1)) é limitado inferiormente por um nimero que
independe de ). Note que

/R 3dx

onde usamos o teorema de Rellich-Kondrachov (1.7) na segunda desigualdade e o item (iv)
da proposicdo (I.4). Observamos que A denota varias constantes que independem de . Dali,
usando a desigualdade de Young (1.4) obtemos

‘/R Vida

3 3 5/2 1/2
<l < AlYlEse < Al 1¢l1He, -

2 10/3
<elling + A Il e,

onde € ¢ arbitrdrio e A. depende de £ mas ndo de . Sabendo que [[¢)|25) = (2M ()2,
temos que
’/Riﬂ?’dx <e “wH?{l(R) + Acg @
novamente A, , independe de 1. Agora,
E@W) = E@)+ M) - M)
1 1
= 5 [ @+t [vde -
1 2 £ 2 1
> B ||¢||H1(R) 6 ||¢||H1(R) - gAam -0
1
Escolhendo ¢ < 3, temos que 5 ||@/)||§{1(R) — % ||@D||§{1(R) > 0 e com isso
1
E(¢) Z _éAa,ql — 1,
que completa a demonstragao.
O

Lema 3.4 Se {f,} ¢ uma sequéncia minimizante para 1, entdo existe constantes B > 0 e
0 > 0 tais que

(i) ||fn||H1(R) < B para todo n, e
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(ii) || fnll 13(r) = 0 para todo n suficientemente grande.

Demonstracao. Para provar o primeiro item € suficiente observar que

1, 1 ,
Wl = 5 [ (24
— B(f)+ M(f)+ g [ fide

IN

sup E(fn) +q+ — ||anH1/6(R)

5/2 1/2
A (1 Il 1l s )

< A+l )

IN

onde usamos o teorema de Rellich-Kondrachov (1.7)) da segunda para a terceira linha e o item
(iv) da proposi¢do (1.4) da terceira a quarta linha. Lembramos que A denota vérias constantes
que independem de n. Ficamos agora com a seguinte desigualdade

1 2 1 2 1/2 3/2
5 1l = A2 1l < A= Ialli) (1l — A02) < 4.

Dai, existe B > 0 tal que || f || g1 (z) < B-
Demonstraremos o item 2 argumentando por contradi¢ao.

Se ndo existe uma tal constante § entao

1iminf/(fn)3dx <0,

n—-—aoo

logo

I,= lim (% Jur-5] fi’:dm) > lggg}gf( 5 [t ) >0,

o0 que contradiz o lema anterior.

Lema 3.5 Para todo q,,qs > 0, tem-se que

[(q1+q2) < [ql + Iq2-
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Demonstracao. Inicialmente vamos mostrar que paratodo § > 0e q > 0,

Iy, = 0°11,.

De fato, para cada 1) € H'(RR) defina 1) por
Yo(z) = 023 (6Y3x).

Assim,
M(thy) = /%di’f
= 5 [ @R )
_ 94/3/¢ (0'32)
- 594/3W/R1/) (y)dy = OM (v)
e também

B = 3 [ @ do—g [ vt
292 1032 d _192 3(91/32)d
[ @) ae— 5o [ oo

1
0 [ W) dy —592m/w3

= 05/3( [@wra—g [ v dy)

= 0PE().

1
2
1
2
1

Com isso, segue que

Iy, = inf{E(y); M () = 0q}
= inf {0*PE(y); M(¢) = q}
= 071,

Agora, usando o fato que (a + b)5/ 3 > a® + b°/® quando a,b > 0 (isso por um exercicio
simples de cdlculo) e as desigualdades acima, temos que para todo ¢;, g2 > 0

Il]1+<12 = <Q1 + C]2)5/3[1 < ( e + q5/3> Il - I‘h + le'
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Para o que segue vamos considerar ( f,,) uma sequéncia minimizante para I, e « como no Lema
de Compacidade Concentrada (3.1), vamos explorar agora as implica¢des para ( f,,) de cada
uma das trés possilidades: « = ¢, 0 < a <qgea = 0.

O primeiro destes casos € chamado de Compacidade.
Lema 3.6 Suponha o = q. Entdo existe uma sequéncia de niimeros reais {y,} tal que
(i) Paratodo z < q existe v = r(z) tal que
Yn+T
/ fuPdz > 2
Yn—T
para todo n suficientemente grande

(ii) A sequéncia {ﬁl} definida por
]?n(:v) = f(x +yn), para todo x € R,

tem uma subsequéncia que converge na norma H 1(]R) para uma fungdo g € G,. Em
particular, G € ndo vazio.

Demonstracao. Como o = ¢, existe ry tal que para todo n suficientemente grande tem-se
1 y+ro

Sup—/ | ful?dz > 4

yeR 2 Yy—ro 2

Portanto, dado n € N podemos encontrar y,, € R tal que

1 /yn-i-ro q
— | fol?dr > =
2 Yn—T0 2

Agora, dado z < g podemos assumir que z > ¢/2. Novamente, como « = ¢ podemos encontrar
ro(2) e no(z) tal que para todo n > ng(z) tem-se

1 [yn(@)tro(2)
—/ | fu?dz > 2, para algum y,(z) € R.
2 Jyn(z)=r0(2)

Note que para concluir o item (i) resta mostrar que ¥, (z) pode ser substituido pelo y,, encontrado

anteriormente. Assim, visto que 3 | fn|?dx = ¢, segue que para n suficientemente grande
R

[Yn = 70, Yn + 70] C [Yn(2) — 70(2), yn(2) +10(2)] .
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Tomando agora r = r(z) = 2ry(z) — 1o segue facilmente que

[yn(z) - TO(Z)a yn(z) + TO(Z)] - [yn — T Yn + T] :
Isso encerra a demonstracao do item (i).
Provaremos agora o item (ii).

A primeira afirmativa ja provada nos diz que para cada £ € N, existe r, € R tal que Vn

suficientemente grande
1 Tk -~ 2 1
= nl7dr >q— —.
5 / |fuldz > q ?

—Tk

Pelo lema |b acima, a sequéncia (ﬁ) é unifomemente limitada em H'(R). Tomando U =
B(0;7;,) C R® podemos aplicar o Teorema de Rellich-Kondrachov (1.7) para concluir que

HY(U) — L*(U).
Isso significa que conjuntos limitados de H*(U) sdo conjuntos pré-compactos de L*(U).

Segue-se portanto que alguma subsequénca de (ﬁ) converge em L* ([—r,7;]) para uma

funcdo limite g € L* ([—7y,7:]) satisfazendo

1 1
— de > q— ~.
2/ lg|"dx > q p

.
Um argumento de Diagonalizacao de Cantor, juntamente com o fato que

1 2

— [ |g|°de =¢q, ¥n € N,

2 Jr
mostra-nos que alguma subsequéncia de (ﬁ) converge em L*(R), em norma, para uma fungéo

g € L*(R) satisfazendo
/ lg*dz = q.
R

Usando novamente o lema [3.4]temos que:

onde A e C sao constantes que independem de n.

1/6 ‘ 5/6

I = 9|y

-

-

<A‘

-

d

-

< A\
13(R)

< ;
H/6(R) L2(R) L2(R)
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Assim, f; — gem L3(R). Além disso, pela compacidade fraca da esfera unitéria e a semi-
continuidade inferior fraca da norma no espaco de Hilbert (Teorema de Banach-Alaoglu),
sabemos que f,, — g em H'(R), ou seja,

HgHHl(R) < 1}}2}?}‘ In H(®)
Segue-se entdo que
1 9 1 9 1 3
E(g) = B ||g||H1(R) D) ||g||L2(]R) G ||9||L3(R)
11~ 12 11~ 112 11 ~13
< dm (5|A] . =57, |
n—so0 \ 2 HY(R) 2 2R) 6 L3(R)

= lim E(f,) =1,

n—-—auoQo

Como M(g) = ge I, = inf {E(¢); ¥ € H'(R) e M(¢)) = q} . temos que E(g) = I, e daf
g € G,. Finalmente, juntando os fatos que

Elg) = fim E(fu)s 19llse) :nhinoo‘f" p © M9l = B[l Aaf] )
temos que
ol = tim ||, o

e dai concluimos que ]?;L — gem H'(R).
O

O lema que segue € usado para descrever o que acontece com a sequéncia minimizante quando
0<a<aqg.

Lema 3.7 Para todo ¢, existe un N € N e sequéncias de funcoes {gn, N1, gn12," "} €
{hn,nnt1, hnyo, -+ -y em H'(R) tais que para todo n > N,

(i) [M(gn) —af <&
(it) [M(hn) = (q — )| <&
(iii) E(fn) = E(9n) + E(hn) — €.
Demonstracao.
Escolha ¢ € C5° ([—2,2]) tal que ¢ = 1 em [~1,1] e sejay € C(R) tal que ¢* + ¢* = 1
sobre R.
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Para cada r € R, defina ¢,.(z) = ¢(z/r) e ¥,.(x) = (x/r). Para todos os valores de r
suficientemente grande temos que

1 Yn+T 1 Yn+21
a—¢e < lim 5/ |fn\2d:)3§ lim 5/ | fl?dz < o
n—-:uoo y n—-m:uo0

n—" Yn—2r

Assumindo por um momento que o valor de r € escolhido e fixado, entdo podemos escolher n
suficientemente grande tal que

1 Yn+T 1 Yn+21
a—5<—/ |fn|2dx§—/ fulPde < a+e, V> no.
2 Y T 2 Yy

n—21

n

Portanto, para cada n > ng podemos encontrar y,, tal que

1 Yn+T
5/ |folPde > a —¢ (3.21)
Yn—T
€
1 yn+2r
5/ |ful?dr < a +e. (3.22)
Yn—27

Agora, defina g,(z) = ¢.(x — yn) fu(z) € hy(x) = ¥.(z — y,) fu(z). Entdo, claramente as

afirmacdes (i) e (i) sdo satisfeitas para g,, € h,.

T =y
”

Com efeito, como para

> 2 tem-se que g,(x) = 0, basta estudar g,,(z) para

T = Yn
T

2= r<e—y,<2r<= vy, —2r <z <y, +2r

Dai,

1 Yn+2r — 1 [fynt2r
M(gn) = 5 /Rgi(x)dx = %/ ¢ (:cTy) fi(x)dw < 5/ |fol?(z)dx < a +e.

n—21 Yn—21
Logo, |M(g,) — | < e.
Note que

T = Yn
r

T— Yy, >T —— T >Y, + T
=Yy < -1 — T <Y, —71

hn(x)#0<:>‘

>1<:>{
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M) = 5 [ B

Yn—T _ oo —
-5 e () e g [T () st

<5 ey [ fa
YntT

= /f2 da:——/yﬁrfg(x)dx

< qg—(a—e). "

Resta portanto, provar a afirmagdo (7i7). Para tanto, note que

Blgn) + Blh) = %( / [<¢Tfn>’}2—1[¢rfn]3das)+§( [ ()7 = sl o)
- S|t se [ossanaes [ @) ra]

T U W2 (1) da +2/wrw fut dw+/(w£)2f3dx]
- z/ ¢rf2df—6 5 [ visias

1 2 3\ £3 2 3\ £3
g [y s [ @2 fia

Observe que simplificamos a escrita acima, onde ¢, denota ¢,.(z — y,,) e 1, denota 1,.(z — y,,).

Agora usando os fatos:

¢ +y* =1,
! ||¢/||L°°(R)
H(@) HLOC(]R) -
e
) Y oy
H(wr) HLOO(]R) -,

juntamente com a Desilgualdade de Holder e o lema (3.4), podemos reescrever a equagdo acima
na forma

Bl + E(h) = B +0 (1) + 5 [ (62 68 + (02 - )] s,
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1y . . o ( A
onde O <—> significa que o termo omitido, em valor absoluto, € menor do que =L com Ay
r r

independente de r e n.

Note que,

[ 1660+ (62 = 0] s

< (/ 2|fn\3dx)
r<|e—yn|<2r

2 (/ |fn|2dx> . ||f7’l,||Loo(R) S AQ&.
r<|e—yn|<2r

Usando as desigualdades (3.21)) e (3.22) e a dltima desigualdade acima observamos que

9 B Yn+21 ) ) - ( Yntr , ) ) ) )
/7“<xyn|<27“|fn| = </yn2 fald /yn [fuldz | < (a+e) = (a—¢) = 2.
o(;)

T

juntamente com as afirmagdes (i) e (i7) asseguramos que

IN

Agora, escolhemos 7 de modo que < e. Pela escolha das sequéncias (g,) e (hy),

E(f) > E(gn) + E(hn) — (As + 1)e, Yn > ng(r). (3.23)

. .. ~ o . €
Finalmente, podemos retornar ao inicio da demonstrag¢@o e substituir &’ por min {5, Ll },
2
transformando assim (3.23) na afirmagéo (7).
i

Corolario 3.1 Se 0 < a < q entdo

I;> Lo+ 1y

Demonstracao.

Primeiro observe que se g é uma fungdo tal que |M(g) — a| < &, entdo M((g) = «a, onde

1/2
B = (%) satisfaz |3 — 1| < Ce com C' independente de g e de <.
g

De fato,

M(Bg) = %/Rﬂ?q?da: = 3 (% /Rdex> = ﬁg)M(g) =a,
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a 1/2 al/? — M(g)l/Q
o= () 1‘ = | e
(a1/2 _ M(g)l/Q) (a1/2 +M(g)1/2)
M(g)'/? (al/2 + M(g)'/?)

oo = M(g)|
M{(g)'/? (al/? + M(g)'/?)

€
< (Ce,

(@/2)" ((a/2)" + o)

onde na pendltima desigualdade acima usamos o fato que tomando ¢ < «/2, de

[M(g) —al <e

obtemos que M (g)"/? > (a/2)"*. Com isso,
1 < 1
MG @5 M) = (/27 ((af2) 7 +a)

Portanto,
L oo 2 L s 3
I, < E(Bg) =50 [ godx— =3 | g°dux
2 Jr 6 Jr
1 1
< —(1+C’5)2/gfcdx——(1+C’5)3/g3dx
2 R 6 R
< E(g)+ Ae.

Um resultado andlogo vale para fungdes h tal que |M(h) — (¢ — a)| < €.

Destas observagdes e do lema (3.7) segue-se que existe uma subsequéncia (f,,) C (f,) e
correspondentes fungdes g, € h,,, tal que

1
E(gnk) 2 [a - E?

1
E(h/nk) 2 Iq—a — % €

| =

E(fnk) > E(an) + E(hnk) -
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3
Dai, E(fy,) > In + 1j—0 — z e tomando o limite, quando £ — oo, em ambos 0s membros
obtemos
I,>1,+1,,.

O lema e seu coroldrio abordam o caso 0 < a < ¢ chamado de Dicotomia.
Finalmente vamos tratar do caso o = 0, chamado de Nulidade.

Lema 3.8 Para toda sequéncia minimizante, o > 0.

Demonstracao.

Pelos lemas e concluimos que existem 77 > 0 e (y,,) C R tais que

]_ yn+1/2
5/ | Valtds =0 nen
yn_l 2

Portanto,

yn+1/2 9 yn+1/2 9
20 < |l ey / |, Ml ) <4 / |, Malar).
Yn— Yn—

1 Yn+T 1 yn+1/2 ,’7
a= lim lim —/ |fu]?dz > lim —/ | fulPdz > = > 0.
y n—soo 2 A

n—s00 r—o0 2 Yn—1/2
n

Dai,

n—"T

g

Teorema 3.2 O conjunto G, é ndo vazio. Além disso, se {f,} é uma sequéncia minimizante
para I, entdo:

(i) Existe uma sequéncia {y,} e uma funcdo g € G, tal que {f,(- + y,)} tem uma sub-
sequéncia que converge fortemente em H'(R) para g.

(ii)
Jim g (a4 ) = gl =0
yEeR
(iii)

lin_int |, — gllsge) = 0.

n—-+o00 geGy
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Demonstracao.

Pelos lemas (3.5)), (3.8)) e o coroldrio (3.1) temos que @ = ¢. Portanto pelo lema con-
cluimos que G, # 0. Isso é suficiente para demonstrar (7).

Para mostrar (i7), suponha que existem uma subsequéncia (f,,, ) C (f,,) e um nimero € > 0 tal
que
0 o+ 9) = gl 2 & Vh €N

yER

Mas como ( f,,, ) € ela prépria uma sequéncia minimizante para /,, da afirmativa (7) tem-se que
existe uma sequéncia (y,,) C Re gy € G, tal que

O que é uma contradicdo, portanto, (i7) é valida.

Resta demonstrar (i), para tanto iniciamos obeservando que os funcionais F e M sdo invari-
antes por translacdo.

De fato, para cada z € R defina ¢, (z) := t(x + z) e vamos mostrar que M (¢),) = M (1)) e que

E().) = E().
:%/ng(x /w2x+z /w M(¥),

usamos acima a mudanga de varidvel y = = 4 z. Usando a mesma mudanga de varidvel temos

que
B(W.) = ;4wamfm—1/¢a@m

= %/R(@D(x+z /¢3x+z

— 5 [0t [ Py =B, eportano

G, tem como elemento qualquer translacdo de g, se g é um elemento de GG,. Com isso, a
afirmativa (7¢) implica afirmativa (7).

O

Uma consequéncia imediata do Teorema (3.2) acima é que G, forma um conjunto estdvel para
o problema de valor inicial (2)).
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Corolario 3.2 Para todo € > 0, existe um 6 > 0 tal que se
it fluo = glls ey < 5
entdo a solugdo do problema de Cauchy u(x,t) com u(x,0) = ug satisfaz

inf ult) = gl <=

para todot € R.

Demonstracao. Suponha que o resultado € falso. Como consequéncia, existem um nimero
e > 0, uma sequéncia (¢,,) C H'(R) e uma sequéncia de tempos (t,) C R tais que

: L.
glentq 1n = 9l i) < o glench [tn(stn) = gl ey 2 €, Vn €N,

onde u,(x,t) resolve o problema de Cauchy com u,(x,0) = v,. Entdo, como E(g) = I, e
M(g) = ¢, pois g € G, temos que

E(un(-tn)) = E(¥n) — Iye M(¥n) — q.

Considere («v,,) C R, onde «,, = . Dai M(a,tb,) = qea,, — 1.

_ 7
M (1)
Portanto a sequéncia f,, = a,u,(+,t,) satisfaz M (f,,) = g e com isso

lim E(f,) = lim E(oyu,) = lim E(a,,) = 1,

n—-aoo n—-aoo n—:aoo

Portanto, (f,,) ¢ uma sequéncia minimizante para /,. Pelo teorema que garante boa colocacdo
global para a Equacdio KdV com s = 1, segue que se 1, pertence a H'(R) entdo f, € H'(R)
para cada n € N. Portanto, pelo teorema temos que para todo n suficientemente grande,
existe g, € G tal que

||fn - gnHHl(R) < 5/2'

Com isso,
€ < |Jun(-tn) — gn”Hl(R) = ual tn) = fo+ fou — gnHHl(R)
< unltn) = anHl(R) +1fn — gnHHl(R)
= [lun(-,tn) — anun(:, tn)HHl(R) +Ifn — gn”Hl(R)
< 1= el flun(s o)l g ) +/2-
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Tomando o limite quando n — oo e usando o fato que ||u,(-,%,)||, ¢ limitado temos que
0<e<eg/2,
que € um absurdo.

Portanto o resultado € verdadeiro.

OJ
Na proposi¢do que segue descreveremos o conjunto G,
Proposicao 3.1 Se G, é ndo vazio entdo G, = {¢(- + x¢); o € R}.
Demonstracao.
Se g € G, entdo pelo Método Multiplicador de Lagrange, existe A real tal que
E(g) + A\M(g) = cte,

ou seja,

JE(g) + MM(g) =0, (3.24)

onde dE(g) e 6M(g) sdo as derivadas de Fréchet de E' e M em g calculadas nos preliminares.

Agora, 6E(g) e 6M (g) sdo dadas (como distribuicdes em H~'(R)) por

1
0E(g) = —9" = 59" e IM(g) = g.
Portanto (3.24)) € equivalente a seguinte EDO em g

1
g+ 592 —Ag=0. (3.25)

Observando que esta equagio diferencial ordindria tem tnica solucdo tanto em L?(R) como
em C*°(R), segue que a solugdo para , tipo distribui¢do em L*(R), é suave (esse tipo
de argumento é conhecido como bootstrap). Como ja resolvemos esta equacdo que aparece
em e vimos que as tnicas solugdes de 80 ¢ (x + xg), onde x( € arbitrario e ¢ é
definido por (3.8]).
Além disso, é facil ver que M (o)) =g = M(¢pc) <= A= C.

U

A prova do teorema (3. 1)) segue portanto combinando o teorema (3.2)), seu coroldrio e a proposicao
acima.
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