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Resumo

Neste trabalho fazemos um estudo do Problema de Cauchy
associado a equacgao nao linear de Schrodinger com dados iniciais
nao nulos no infinito.

No primeiro capitulo, apresentamos os espagos de Zhidkov em uma
dimensao, e mostramos algumas de suas propriedades.

No segundo capitulo, provamos que o operador de Schrédinger é um
grupo de operadores fortemente continuos nos espacos de Zhidkov.
Finalmente, no capitulo 3 apresentamos uma familia especial de
solucoes para a equacao nao linear de Schrédinger, provamos a
Formulacao Integral, e chegamos ao nosso objetivo principal que
é provar que o problema de Cauchy para a equacao nao linear de

Schrédinger é bem posto nos espacos de Zhidkov.

Palavras-chave: Problema de Cauchy, Espacos de Zhidkov,
Equacao Nao Linear de Schrodinger, Boa Colocacao, Formulagao

Integral.



Abstract

In this work we study the Cauchy Problem associated to the
nonlinear Schrodinger equation with data nonvanishing at infinity.
In the first chapter, we present the Zhidkov space in one dimension,
and show some of its properties.

In the second chapter, we show that the operator of Schrodinger is
a group of operators strongly continuous in Zhidkov spaces.
Finally, in Chapter 3 present a special family of solutions for the
nonlinear Schrodinger equation, prove the Integral Formulation,
and got to our main goal is to prove that the Cauchy problem for
the nonlinear Schrédinger equation is well-posedness in Zhidkov

spaces.

Key words: Cauchy Problem, Zhidkov Spaces, Nonlinear

Schrodinger Equation, Well-Posedness, Integral Formulation.
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Introducao

Para introduzir a nocao de dispersao, consideraremos uma equacao diferencial com

coeficientes constantes na forma
F (0O, 0p)u(z,t) =0 (1)

onde F' é um polindmio nas derivadas parciais.

Buscamos solugoes elementares do tipo onda plana para (1) que tenham a forma
u(z,t) = Aellke=, (2)

onde A, k e w sao constantes que representam a amplitude, o nimero de onda e a freqiiéncia
respectivamente.

Uma solugao do tipo (2) existe se, e somente se w e k estao relacionados pela equagao
F(ik, —iw) = 0.

Esta equacao é conhecida como relacao de dispersao.
A relagao de dispersao caracteriza a evolucao da onda plana. Em alguns problemas podemos

escrever w como uma funcao real da variavel k, isto é
w=w(k).

A fase e a velocidade do grupo sao definidas respectivamente por

_dw

w
Cilk) =2, e Gyl ="7.
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As solugdes (2) sdo dispersivas se a velocidade do grupo C, = w'(k) é ndo constante. Em
outras palavras, se w”(k’) é diferente de zero. Fisicamente, quando o tempo evolui, as ondas
diferentes se dispersam no meio, tendo como resultado que um perfil se decompoe em um trem
de ondas.

Em geral, a equacdo (1) é dispersiva se w(k) é real e o determinate
2
et 0*w(k)
Ok, Ok,

Durante os tltimos 35 anos, a teoria das Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) de tipo

é nao-nulo.

dispersivo tem crescido de tal modo que tem atraido a atengao tanto de fisicos quanto de
matemaéticos devido a suas importantes aplicacoes e a constante inovacao dos problemas. Uma
das descobertas matemaéticas relacionadas ¢ a possibilidade de estudar certas equagoes nao
lineares desta area por métodos que foram desenvolvidos para analisar o problema de dispersao
quantica inversa; as quais sao chamadas soltuveis pelo método do problema da dispersao inversa.
Ao mesmo tempo, a classe de EDPs nao lineares atualmente conhecidas que sdo soliveis por
esse método nao é muito abrangente. Por outro lado, existe outra abordagem, chamada teoria
qualitativa das EDPs que inclui investigacoes sobre a boa colocacao do Problema de Valor

Inicial (PVI) associado a estas equagoes.

Definicao 0.1. Sejam X eY espacos de Banach e F' : X — Y uma funcao continua. Dizemos

que o problema de Cauchy

Owu(t) = F(u(t)) € X,
u0)=¢peY

é localmente bem posto se existe uma unica v € C([0,T],Y) tal que
(@) u(0)=¢e

lim u(t + h) —u(t)
h—0

— Fu()| =0 vtelo,T],

X

com a devida derivada lateral em t = 0.

11



S ) . , . : Y .
(b) a aplicagio ¢ — wu € continua no sequinte sentido: seja ¢, — Goo € SEJAM Up, N =

1,2, ,00 as correspondentes solucoes. Entao para cada T > 0 fixado temos

lim sup ||un<t> - uoo(t)”y = 0.

TR0,

Nesse trabalho, consideramos o problema de Cauchy associado & equacao nao linear de

Schrédinger com dados nao nulos no infinito, isto é:

{ i0u+ 0*u = |[ul*u, z€R, tel, 3)

u(z,0) = ¢(z),

onde xkrinoo o(z) = ¢+ # 0.

No primeiro capitulo, lembramos alguns conceitos e resultados fundamentais de Anélise
Funcional e da teoria das Equacoes Diferenciais Parciais, tais como a definicao de Espacos LP,
Espacos de Schwartz, Funcoes de Classe C*, Convolucao de Funcoes, entre outros. Também
apresentamos algumas desigualdades classicas dentre as quais estao a Desigualdade de Holder
e a Desigualdade de Minkowski que serao muito tteis no decorrer do trabalho. Ainda nesse
capitulo, definimos o nosso ambiente de trabalho, os espacos de Zhidkov, denotados por X*,
k € 7", e fazemos algumas observacoes sobre as propriedades mais importantes desses espagos.

No segundo capitulo, consideramos a Equagao Linear de Schrédinger, e introduzimos o

Grupo Livre de Schrodinger em Espacos de Zhidkov, definido por
=0

¢7 t )
“+oo
S(t)e = [ K= poti. 140

onde K (z,t) = (4mit)~"/?e'ir ¢ a solucio fundamental do operador £ = id, + 02.
Mostramos ainda que (4) é um grupo de operadores fortemente continuos em X*.
Por ultimo, no terceiro capitulo, apresentamos uma familia especial de solucoes para a

equacao

i0pu + 0%u = |ul*u, (5)

12



solucdo esta que pertence ao espaco X*, k € ZT. Esta familia é de grande interesse fisico no
estudo dos “dark solitons” da 6ptica nao linear.
Em seguida enunciamos e provamos a Formulacao Integral, que trata da equivaléncia entre

o PVI (3) e a equagao integral

t

u(x,t) = S(t)¢ +i/5(t — 5)|ul*uds.

0

Finalmente, chegamos ao nosso principal objetivo, que é provar que o problema de Cauchy (3)

& localmente bem posto nos espacos X*(R). Mais precisamente, provamos o seguinte resultado:

Teorema 0.1. Sejam k um inteiro positivo e ¢ € X*(R). Entdo, existem um tempo positivo
T = T(||¢||xx) e uma tinica solugio u € C([0,T}], X*) do problema de valor inicial (3). Além
disso, a aplicacao dado-solucao ¢ — w € Lipschitz-continua, ou seja, dada uma seqiiéncia
{pn}2, C X* tal que nh_)rgO lon — ollxx = 0, entdo as correspondentes solugoes u,, associadas

aos dados ¢, satisfazem lim sup |lu,(-,t) — u(-,t)||x» = 0. Ainda, u pode ser estendida a um
intervalo mazximal [0, Ty] com as segquintes alternativas:

o Iy = +o00
ou, caso contrdrio,

o lim e, ) s =+

13



Capitulo 1

Os Espacos de Zhidkov em Uma Dimensao

1.1 Definicoes e Exemplos

Neste capitulo, apresentaremos a teoria basica dos espacos de Zhidkov, denotados por X*,

0s quais serao nosso ambiente de trabalho.

Definigao 1.1 (Fungoes de classe C*). Seja I C R aberto. Dizemos que f : I — R € de
classe CF, e escrevemos f € C*. para significar que f é k vezes derivdvel em I. Em particular,
f € C° significa que f € continua em I. Diremos que f : I — R ¢ de classe C*® em I quando
f € C* para todo k € {0,1,2,...}.

Definicao 1.2 (Espacos LP). Sejam 1 < p < oo e A C R. Denotaremos por LP(A) o conjunto

das funcgoes f : A — C mensurdveis tais que

</|f(x)\pdx)p<oo, se 1<p<oo
11l = A
inf{A>0; pu(A)) =0} <oo, se p=o0o

onde Ay ={a€ A; |f(z)| >0}.
Definig¢ao 1.3. Sejam p,q € [1,00]. Dizemos que p e q sao conjugados quando

11
S+ =1
P q

Denotaremos por p’' o conjugado de p. Além disso, diremos que 1 e +00 sdo conjugados.

14



Teorema 1.1 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p < oo, X C R um conjunto mensurdvel
e felPeqge L” funcbes mensurdveis. Entio, fg € L' e vale a desigualdade

forars(fra) ([

ou, em notacao de normas

Y e

19l < W Fllo llgll o -

Demonstracao. (Consultar teoremas 3.5 e 3.8 de [10]) O

Teorema 1.2. Sejam 1 <p<oo e X CR. Se f € LP(X), entdo

11l = sup{/f 9@)dz; |lg(a >||Lp/=1}.

Demonstragao. Ver teorema 1.3 de [3]. O

Teorema 1.3 (Desigualdade de Minkowski). Sejam I e J intervalos da reta, e f : I x J — C

mensurdvel. Entao, para todo 1 < p < oo wvale a desigualdade

(e ) < (e’

Demonstragdo. A afirmacéo é clara se p = 0o. Se p < oo fazemos F(z) = [, |f(x,y)|dy. Pelo

teorema de dualidade e pela desigualdade de Hélder, segue que

Py = [ o) ([ 15l a

B Hgﬁul,jzl /J /I |f (@, )] g(x)dxdy

< sup / 11z gl dy

llgll p/—

- / 1Lz dy.
J

15



Deste modo,

</ (/J’f@’y)'dy)pdz); S[](/I|f(x,y)\pdm>;dy.

Defini¢ao 1.4 (Espagos de Schwartz). O espago de Schwartz, que denotaremos por S(R), é

[]

a colecao das funcoes f : R — C infinitamente diferencidveis em R, tais que, quaisquer que

sejam o, 3 € T existe uma constante Cy 5 com
1 £1lo5 = sup |220° f(2)] < Cap.
z€eR

Definicao 1.5. Dado um inteiro ndao negativo k. O espago de Sobolev H*(R) é definido pelo

completamento do espago S(R) na norma

k

1F 1l =D

=0

d'f
dzt

12
Observagao 1.1. Notemos que quando k = 0 entdo H°(R) = L*(R). Além disso, € fdcil
comprovar a sequinte cadeia de inclusoes:

S(R) ¢ H*(R) c H*(R) c H*(R) c L*(R),

para todo k € N.

Defini¢ao 1.6. Uma funcao f : |a,b] C R — C € absolutmente continua se para cada € > 0,

existir algum 6 > 0, tal que, se {(z;,y:) biz12...n € uma familia de intervalos disjuntos contidos

em [a,b] com Y (y; — x;) < 0, entdo
i=1

> 1) — fla)] <=

Exemplo 1.1. Toda funcao f : I — C lipschitziana € absolutamente continua. De fato, como

f € lipschitziana vale
If(z) = fy)| <clz—vy|l, Vz,yel.

Dado € > 0, tome 6 = ¢/c. Dai, concluimos que

16



n

Do If0) — fladl < eI _(bi—a) < e ==

=1

quaisquer que sejam n e 0s escalares a1 < by < as < by < ... < a, < b,.

Dentre as propriedades mais importantes das fungoes absolutamente continuas temos as

seguintes:

1. Toda funcao absolutamente continua é continua. No entanto, ha funcoes continuas que

nao sao absolutamente continuas.

. /" absolutamente )
| continuas ))
\ . continuas )

Exemplo 1.2. Seja [ a funcao definida em R por: f(x) = /x para 0 < x < 1/2,
f(z)=—=v2(x —1) para 1/2 <z <1 e f(x+ k) = f(z) para todo k € Z e para todo x.
Pela maneira como estd definida, [ é continua em [0, 1], e logo continua em toda reta, mas
nao é absolutamente continua. De fato, dado 6,0 < 6 < 1/2, sejam x; =i, e y; = i+0 /%
Entao Z(yZ x;) < 20, mas Z |f(yi) — f(z)| = i */Tg tende para infinito, se n — 0.

i=1
Pom‘anto f nao é absolutamente continua.

2. Toda fun¢do absolutamente continua é derivavel em quase todo ponto. Ver [2] pagina
161.

Definigao 1.7 (Espacos de Zhidkov). Dado k € Z*, o espaco X*(R) é o completamento do
espaco

{f e L®(R)NC*R); fé absolutamente continua e f € Hkil(]R)}
com a norma

1Al = 11 e

Como exemplos de fungoes em X* citamos tgh(z) e arctg(z).

17



Definigao 1.8. Denotaremos por C([0,T], X*) o espaco das aplicagoes continuas f : [0,T] —

Xk com a norma

”fHL;OXk = sup || f| -
(0,7

1.2 Aproximacao por Convolucao

Nesta secao, vamos definir a convolugao de funcgoes, e mostrar algumas de suas propriedades
mais importantes.

A convolugao de duas fungoes f,g: R — C ¢ definida pela férmula
+oo
(Fe)a) = [ 5= oty

sempre que o lado direito fizer sentido.

A convolucao tem as seguintes propriedades algébricas:

L (Af)xg=Ag*[f)=g*Af);

[\l

Cfxg=gx[;
3. (fxg)xh=fx(gxh);
4. (f+g)xh=fxh+g=*h;

5. sejam f € S(R) e g continua e limitada, entdo f* g € C*(R) e vale
(fx9)"™ = (f") *g.

Para verificar as quatro primeiras propriedades usamos diretamente a definicao, ja a prova

de (5) & um exercicio simples de derivacdo sob o sinal de integral.

Teorema 1.4 (Desigualdade de Young). Sejam f € L'(R) e g € LP(R), entdo f*g € LP(R) e
vale a desigualdade
1 gllee < W f Nz Nlgll o

18



Demonstragao. Seja p € [1,00), entdo

@ =g = |f(x — )7 |[Fz — )7 |9(v)]

Agora, segue que

frgl = / f(& — )9(y)dy

A
=
—~
s
|
<
S~—
=
S
=
Ny

_ / 1f(z = )| [ — )7 |9(y)| dy

p/

[ 1= ollswl ay |

RS

IN

+oo
[ 1= vy

onde usamos a desigualdade de Hélder para obter a tdltima desigualdade.

Integrando agora em relacdo a variavel x e elevando & poténcia p’, obtemos

/
ya

+oo +oo b +oo / 4oo
[irearae < | [1re=vla) [ { [1r@-ulswl a

IN

, Too +oo
115 [ 156 -l [ Il

2 :
LA LA e g1
/ /
1Az gl

Portanto,
1 gl < NF gl -

19
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Agora, vamos enunciar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que seréd

utilizado na prova do resultado seguinte.

Teorema 1.5 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Sejam {f,}n>1 uma
seqiéncia de funcoes integrdveis que converge em quase toda parte para uma funcao real

mensurdvel f. Se existe uma funcao integrdavel g tal que |f,| < g, para todo n, entio f ¢

/ fdu = lim / jm

Demonstracao. (Consultar teorema 5.6 de [1]) O

integravel e

Teorema 1.6 (Aproximacao por Convoluc¢do). Sejam f € LP(R), com 1 < p < +oo e
.2
¢ () = (47t)"2e it . Entdo
%E%Hf * 0y — fllr = 0.

+oo
Demonstracao. Seja primeiro 1 < p < 4+00. Como f ©i(y)dy = 1, para todo ¢t > 0, temos que
“+oo
1560 Pl = | [ 1Fle =) = Fl@letw)dy)| 12)
o Lr

Por outro lado, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue garante que
lim (2 = 9) = (@) 1> =0,

pois f(x —y) — f(x) pontualmente quando y — 0 e ||f(x — y)|lr = || f(2)||Lr, para todo y.
Assim, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que ||f(z —y) — f(z)]|» < &/2 se |y| < d. Entao, de (1.2)

temos que

10—l < H /| =)= 1@l )y

+\

/ e~ ey

Lp Lp

20



Usando a desigualdade de Minkowski, temos que

H/Iygcs[f(x —y) = f(@)]euy)dy

< / =) = f@ ey

Lp
€
< 5(/ sot(y)dy)
ly|<é
€
< -,
- 2
Temos também que
| te—v-ilawal < [ 10— i@
ly|>6 p ly|>d
< 20l ([ witoian)
ly|>6
€
< 20 fllr
A f e
_ £
= 5
Assim,
€ €
— P < -+ - =¢.
1f*o0— fllc _2+2 €
O que conclui a demonstragao. O]

1.3 Propriedades Basicas

Nesta secao faremos algumas observagoes sobre as propriedades mais importantes dos
espagos X*(R).

Proposicao 1.1. X**1(R) ¢ denso em X*(R).

g2
Demonstracio. Sejam f € X* e gy(x) = (47t)"ze 3t , com ¢ > 0. Definamos fy(z) = f * ¢y().

21



Primeiramente, provaremos que f;(x) € X**1 para todo t > 0. Com efeito,

o>

M@~ = / FW)edx — y)dy

_z2

e 4t
< Wl [ st

< Nl

Por outro lado, as propriedades regularizantes de convolugdo garantem que f; € C*°(R).

Além disso, se 1 < i < k temos que

d d
‘ d(ﬂ(f*gpt) 12 - d:cZ(f) *Spt L2
di
<
S da:if L el 10
< Lyl
dx'™ || 2
e se i =Fk+ 1 temos que
dk+1 d dk
‘ W(f*%) o ar (@f*‘ﬂt) L
- dxk d.r% 2
d d
< el
= d:z:if L dmgpt »
< |IEy
dz'" || 2

Portanto, f;(x) € X*1 para todo t > 0.
k
Finalmente, provaremos que f * ¢, X, f quando t — 0. De fato, temos que
o fxy, — fnareta, e

d

i
° _
dx?

(f % @1) — dd—;(f)HLQ =00, se1<i<k.

O que demonstra o resultado.

22



]

Vamos agora enunciar e provar dois resultados que serao usados na prova da proxima

Proposicao:

Lema 1.1. Sejam f € L>*(R) e g € L’(R). Entao,

1 9llze < [1f [z llgllr-

Demonstragao. Sejam f € L*(R) e g € LP(R), entao

+00 1/p
1ol = / PlglPde
“+oo 1/p
< | [ swlsylgras
+00 1/p
< | swisy / gl de
1/p

+o0
— suplf / g de

= |fllz=llgllz»-

[]

Lema 1.2 (Imersio de Sobolev). Seja f : R — C absolutamente continua tal que f € L*(R),

entao
[ fllzee < 1 Fllar (-
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Demonstracao. Usando o Teorema Fundamental do Céalculo, temos que

T

Fm:=/%@ﬂwt

0
T

JURCRARR

IN

< 70f2(t)dt+ +/Oo(f')2(t)dt'

— 00

Dai, concluimos que

[N

+o0 +oo
[ Fwas [raa

—00

/()]

IN

70f2(t)dt 2+ +/Oo(f’)2(t)dt 2

[e.9]

IN

< Az + 1 g

Portanto,

Iflle < 1fllee + I1f |z
= |l w)-

Proposicao 1.2. Sejam f,g € X*. Entdo existe uma constante positica c tal que

19l < cllfl]r gl

para todo k € 7.
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Demonstracao. Temos que

k .
d'(fg)
1fglae = Mfallpe + D | =57 -
i=1 L2
Mas,
gl e < IFll e N9l e
< 1 F I llgll e
E
d'(fg) Z d=(f) d(g)
dzt || ;. = M da=i o dad ||
d'(f) <— |[¢(f) #(g) H d'(g)
= ||—===" + ) ¢ _ +|f —==
da’ L2 ]Zl T dat= da? L2 / dx? L2
d'(f) — |[&A| |9 d'(g)
< . - + Cs; —— - + oo -
< |2 e, e M RS
1—1 .. L. .
d(f) d I (f) d(g)
< 2|l ||g||Xk+ch{‘ A7 ||, ‘W oS ||
7j=1
i—1 . . . .
d'7(f) &’ (g) A f) & (g)
< 2fetobe+ ol |G| | ) [ @), % .
< Tl llgll e
Assim,

1 gllr < clLFlln [l

25



Capitulo 2

A Equacao Linear de Schrodinger

Unidimensional

Estudaremos neste capitulo as propriedades das solucoes para a Equagao Linear de

Schrodinger
iOpu + 0%u = 0, (2.1)

nos espacos X*.
Fazendo uso da Transformada de Fourier, sabemos que as solucoes nos espacgos de Sobolev

classicos H*(R) para o problema de Cauchy associado a equacao (2.1),

u(z,0) = ¢()

sao dadas pelo operador integral
=0

b, t
+oo
S(t)e = L/K@—%ﬂdww,t#Q

iz

onde K (z,t) = (4mit)~"/2e%i ¢ a solucido fundamental do operador £ = id; + 02.
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O ponto principal nesse contexto é o fato de S(t) ser um grupo unitario de operadores
continuos nos espagos H*(R). Nosso trabalho é direcionado para o estudo das propriedades
deste grupo nos espacos X%, dado que alguns modelos nao lineares vinculados & esta equacao
possuem solugées que nao estao nos espacgos de Sobolev H*(R), com s € N, como veremos na
Secao 3.1.

2.1 Conservacao da Energia Cinética

Lema 2.1. Seja u(z,t) uma solugao do problema (2.2) no intervalo [0,T]. Entao,

+o00 +o00
/ 0,ulz, 1)Pde = / 0,6(x) 2d,

para todo t € [0,T].

Demonstragao. Temos de (2.1) que

Oy = i02u. (2.3)
Multiplicando (2.1) por u, obtemos
udyu + udu = 0. (2.4)
Integrando (2.4) temos que
+oo +oo
i / udyudr + / ududr = 0. (2.5)
“oo oo

1

Integrando I por partes obtemos

+o0 +o00o
I =— / O, ul,udr = — / |0, ul|*dx.
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Portanto, de (2.5) segue-se que

+o0 +oo
i/ﬂ@tuda:: / |0yu|*dx.

Assim,
d +o0o d +oo +0o0
%/|8xu|2dx = ia/ﬂ@tudx:i/{ﬂ@fu—i—@tuaﬂ}dm

+o0o
= / {—10,0%u — O*udyu}dx

400 +o00
= — / 0, 0*udw — / O*udyu ydx
= _([1 + 12)7

onde usamos (2.3).

Usando integracao por partes duas vezes e usando novamente (2.3), temos que

+00 +00
IL = /E@taﬁudm =1 / |0y u|*da.
Também é facil verificar que
+oo +o0o
I, = / OPudyuydr = —i / |0, u|*dz.
Assim, (I; + I3) = 0. Portanto
d

+o0
z / Dou(e, t)2dx = 0,

que nos da o resultado desejado.
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2.2 O Grupo Livre de Schrodinger em Espacos de Zhidkov

Nesta se¢ao, vamos mostrar que {S(t)}+>o ¢ um grupo de operadores fortemente continuos

em XF.

Defini¢ao 2.1. Dado um espago de Hilbert H, um operador linear U € B(H) isdmetrico e
sobrejetor € dito unitdrio. Uma familia {U(t) : t € R} de operadores unitdrios em H é um

grupo unitdrio de operadores fortemente continuo se:
1) Ult+s)=U@)U(s), Vs, t € R;
(ii) U(0) = Id;

(iii) Vf e H, VseR,
lim | U(£) f — U(s) fI| = 0.

Teorema 2.1. Para qualquer k = 1,2,... o operador S(t) considerado em X* satisfaz as

sequintes propriedades:

(a) para qualquer intervalo limitado I C R, a familia de operadores S(t) : X* — X% ¢

uniformemente limitada com respeito at € I;

(b) para qualquer ¢ € X* a funcio S(t)¢ : I — X* ¢ continua e %ir% S(t)p = ¢ no sentido do
espaco X*.

Demonstragao. Para verificar (a), precisamos mostrar que

1S(@)llxr < C@) 19 2 -

Com efeito, seja t # 0, e considere ¢ € X*. Dessa forma,

+o0
1 itw—y)?
W= / Ve
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- y—x
Fazendo a mudanga de variavel z = obtemos,

2Vt

“+o00

1 2
S(t)e = / Wezz oz + 2\/¥z)2\/1_fdz
i
7
i
1 -8 8 +o00
= \/—— ( / ei22¢(a: + 2\/Zz)dz + /e”Z(ﬁ(:c + 2\/1_52)dz + / eiz2¢(x + Qﬂz)dz)
)
o s 3
== (7Ti>_1/2 (]1 + [2 + Ig)
onde 8 > 0 arbitréario é fixado. Para calcular I; fazemos a mudanga z = —/s. Desse modo,

nossos extremos de integragao passam a ser +00 e 3? e portanto,

-8 B2
L = /eizz¢(x+2\/gz)dz = /e“ (z —2\/5\/5)%
—00 +oo

. 7 ol —2Es) yweis¢<x — 2V5)
B 2\/s B 2\/s

+oo 32

ds

2

— i /eisqs(g;_g\/g)

ds.
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Usando integracao por partes, obtemos

a?

]1 = lim

a—+00

i 2s
_7 (YW sl ]

) 2s 455
= lim {— — 7 ) 1
a——+00 1 2\/5 32
o (ﬁwx o) ol 2/%)) N

2 453
i)
1 O:is (\/ﬂzﬁ’(ﬂc —2VEs) gl - 2@)) ds}.

[ oz — 2v/5)

ﬁ?

e §x — 2v/15)

a——+0o0 7

a—+00

1 { . { oz — 2v/ts)

+— lim
2 a—+o0 S 245

52

Assim,

1

?

i
Vid(x - 2Vts) | ¢(x_2\/£)> s

lim

a—-—400

{eis $a — 2v/ts)

2

]' : 18 <
+— lim e

2 a—+oo S 252
62
. —2 of
< | tim {ewW—\/f_S) }
a——+00 2\/5 52
Oé2
- to'(r — 2Vt — 24/t
2 [ for () oy,
2 a—+oo 5 253
132
1
111“‘5]12-
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Logo,

— g X ¢(:U B 2\/5) o
e ” QLHEOO [6 N ﬁ2] ‘
' <eia2¢(x_2ﬁ@> e%(w—zﬁﬁ)) '
= lim _
a—+-00 200 25
| iy SOl 2E)| (6ol —2i)|
a—+00 2a 23
mas,
ia? — 0/t ia2
i SRy | ot -2 <
Assim,
et 1 B
Iy < S |6t = 2viB)| < 367" el

Temos também que

2

L, = lim 761'5(\/Z¢/($_2\/E>+ (93—2\/—)>

8 252

a——+00

62

_ 7 ¢’ (x — 2\/— Pz — 2\/_
= lim \/z_f[ - / —

a——+400

alirfoo<\[‘/ A \/ e l)

= Vi lim ’/e%'(xs—?\/ﬁ)ds

IN

+ lim

a—-+00

I

a——+00

= 1121 +Il22.
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Fazendo agora a mudanca z = —2v/ts obtem

a?

08,

S A _2 t
L, = Vt lim /6 G \/_S)ds

__) 0

a——+400 S
62
—20/t
= Vt lim / e%fﬁ(:cjtz) :
a——+00 |Z’
2BVt
—28VE
< 2V7 lim e+,
amteg 2]
—2an/t
Utilizando a Desigualdade de Holder, temos que
-26vE —26Vt 1
2
[ e s ([ werare)'( ]
z
—20/% —2a/t
20Vt 1
/ 1 ’
< ¢l Wdz :
—20n/t
Mas,
—28/t 1 —28Vt 1
1 2 1 2
(S ) = (] %)
7204\/% 72(1\/2
—2BVIN 3
- (1)
72a\/1§
B < -1 -1
=28Vt —2av/t
Portanto,

L, <2V, (
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Além disso,
L, < |6l 1o gt

Dessa forma

_ 2 1.1
hy <57 ol + 5187 16

Portanto,

1 _ 1
n] < 56 0l +

= OB 0]l + CotT B (| e
= C1+ V1) |8l -

2 1 1 /
(61 ol + =t 1o Hp)

Analogamente, temos que

T3] < O3B @] oo + Cat 1572 ][] 12
— CO+ V1) 6| -

Também é facil ver que
12| < 28([¢]| 1 -

Assim,

[St)(@)] < O+ V) [|¢l] -

O que nos da

[S@¢l o = sup S(H)(x)] < COA+ V) |l »

para todo t € I.
Além disso, para ¢ € C2 (R) temos que

Z1ste] =yt [ oo+ 2viz)a:

para cada intervalo [a, ], onde ¢ # 0.

Ou seja,



e como o operador S(t) : Ly — Ly & unitario, para quaquer ¢ € X* em um intervalo finito

I C R, temos
d d d
£ —st)—=¢|| < Lol =112 < 6]l
s =[sere| <usi| o] =161e <tol
d2
|5zs00] <ol
Usando inducao obtemos
dl
77 < ko g Ly eeey .
|50 < Mol e 12 m
Assim
5@l = 15Ol + D || L500] < O+ ol i+ k6l < CO+ VD) 0] .
i=1 L

o que demonstra o item (a).

Faremos agora a prova do item (b). Note que para provar este item ¢é suficiente demonstrar
que S(t)¢p — ¢ se t — 0 em X*, pois a outra afirmacio pode ser verificada por analogia.
Fixe um ¢ > 0 arbitrario. Temos que existe § > 0 tal que para todo ¢ com [t| < 1, as duas

desigualdades seguintes acontecem:

B
N-1/2(1] I € -—1/2/ i@? 1. 1 €
(ri) PR+ 1D < gy e lm) 2 [0 < gt
-

onde usamos o fato de que

7

22
— e dx = 1.
T /

Temos também que a fun¢io ¢(z+2+/12) converge uniformemente para ¢(z) quando t — 0

com respeito a z € [—(3, A].
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Por essa razdo, existe to > 0 tal que se [t| < o, entao

3

B
(i)=Y / o+ 2)d: = 6(0)| <
-8

D

Além disso, pela continuidade forte do grupo unitario e“” no espaco L?

dl

3
|-28(0)6 — 6912 <

(k+1)

(1=1,2,....k)

para ¢ suficientemente pequeno. Dessa forma, ||S(t)¢ — ¢ v« < € para todo ¢, o que demonstra

a proposicao. ]
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Capitulo 3

O Problema de Cauchy associado a

Equacao nao Linear de Schrodinger

Neste capitulo, estudaremos a teoria da existéncia local, no tempo, para o Problema de

Valor Inicial (PVI)
iu+ 0*u=|u*u, z€R, tel
u(z,0) = ¢ € X

3.1 Familia especial de solucoes em X*

Nesta secao, vamos procurar solucoes do tipo
u(z,t) = e ™ f(x) (3.1)
para a equagao
i0u + 0%u = |ul*u. (3.2)
Derivando (3.1) em relacdo a ¢, obtemos

O = —iwe " f(x)
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e derivando duas vezes em relacao a x, obtemos
OPu = e " ().
Substituindo na equagao (3.2) temos
(e f(2)) e (@) = fla)e ™ (),
que nos da
wf(a)+ [ (x) = [f(@)] (3-3)
Fazendo y = f(z), a equacao (3.3) é equivalente ao sistema autéonomo de primeira ordem
y =z
{ 2=y —wy
que tem os seguintes pontos de equilibrio:
(=vw,0), (0,0) e (Vw,0),

se w > 0.
Multiplicando a equacdo (3.3) por f (z) e depois integrando obtemos,

’

(f (2))* + w(f(2))* = =(f(2))* + B.

Tomando o limite quando x — 00, temos B = w?/2 e conseqiientemente a equagio acima

toma a forma

Pyt = YO+ &
= (@) - P (3.4

38



Separando as varidveis obtemos

dy V2

N = de, com y <b.

Que depois de intergrarmos nos déa

1l ‘y—b‘ V2

P

2%

ou seja

In (b_—y> = V2 .

b+y

Usando a aplicacao exponencial obtemos

_b—y — hV2e,
b+ vy

Fazendo b = \/w, temos

VO—Y _ e
vty

que nos da
¢! —em”")
YT Ut eV

T . _N2wz
Multiplicando o numerador e o denominador por ez, obtemos

(8 — 57

(e772 +e 2z )

Ou ainda
(757 — e %)
y= Vaw x Vow x \/E
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Ou seja

V2w x

y = fl@) = Vwitg(—;

).

Portanto,

V2w
9 )7

u(z,t) = —e "/w tgh(

é uma solu¢do da equagao (3.2).

3.2 A Formulagao Integral

Nesta secao, provaremos a equivaléncia entre o Problema de Cauchy associado & ENLS e a

equacgao integral

u(z,t) = S(t)o +i/S(t — 8)|ul*uds.

Lema 3.1. Seja f uma funcao integravel, entao

% /f(z,s)ds :/fz(z,s)ds+f(2,z)-
0 0

Demonstracao. De fato, considere a funcao

Pelo Teorema Fundamental do Célculo temos que
H(Z) = F(sz) - F(Z,O),

onde F' é uma antiderivada de f.
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Dessa forma,

oOH 0
% = a/f(Z,S)dS

= F,(z,2)+ Fy(2,2) — F.(2,0) + Fy(2,0)0

= F.(z,2) — F.(2,0) + f(z, 2)

— /Zfz(z,s)ds + f(z,2).

]

Teorema 3.1 (A Formulacao Integral). Uma funcdo u(x,t) € C(I; X3) N CY(I; X1) satisfaz o

problema

0+ Pu+ [uPu=0, zeR, tel, (3.5)
u(z,0) =¢ € X? .
se, e somente se, u(x,0) = ug(x) para todo x € R e esta func¢ao é uma solugdo de
t
u(z,t) = S(t)o —1—2'/S(t — 5)|ul?uds. (3.6)
0

Demonstracdo. Inicialmente, seja u(x,t) € C(I; X?) uma funcgio satisfazendo a equacao (3.6).
Mostraremos que ela ¢ uma solugdo do problema (3.5). Para isto, devemos verificar que esta
funcao satisfaz a primeira igualdade do problema (3.5), pois a segunda é obviamente satisfeita.
Claramente, |u|*u € C(I; X?). Vamos mostrar que £[S(t)¢] = 0 para todo t.

Temos que

+oo
S(t)¢ = / K(r—y.)o)dy, ¢ #0.
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Fazendo a mudanca z = y — x, obtemos
+o0
S(t)g = / K(—2t)(x + 2)d=.
Mas, K é uma funcao par na primeira variavel, logo
o0
S0 = [ K(w.t)o(a + .

Desse modo,
82 ngb
@[S(W] = S(t)(@)a
onde o lado direito é continuo.

Vamos mostrar a existéncia de E[S (t)¢]. Temos que

+oo
1 qy?
S = [ it ¥ o+ )iy
0 400
1 iy2 _1 i92
= / (4mit)”2 et p(z + y)dy + / (4mit)”2 e st p(z + y)dy
o 0
- Sl —|— SQ.
Fazendo a mudanca z = —y, obtemos

0

S1 = / (47?2'15)_% e%qﬁ(a: —z)—dz

+oo
= / (47?2‘15)7% e%gb(x — 2)dz.
0

Portanto,
+0o0

S(t)p = (4mit) 2 | T (¢ — y) + oz + y))dy.

D=
)

42



Fazendo agora a mudanca z = y*/4 otemos,

zzcb(:c + 2\/5)\4;;6@ — 2V/tz) Jids

St = (dmiy s 2

= 47rz

7
;/ oz +2v/tz) + (I—Z\/E)dz

Dessa forma

0 iyl — amiyd [ oi: 0+ 2VE) = 0w — 2VE)
5 15()g] = (4mi) € 7 dz,
pois
%[qb(x +2Vtz)] = ¢(a+ 2\/5)2\/%15—5
¢ +2V12) /2
Vi
) o NN
= [6la —2vE2) = Y
Assim,
0 o R (P aVE) - e — 2B
1s0el = @mt [ W( 7 )dz

Tt - o -2E)

= (4mi) N

0

Seja ¢ > 0 e consideremos

._ [ L0 (x4 2VEz) — ¢ (x — 2V/t2)
e seoaE,
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Integrando por partes, obtemos
C

J = —ie dz

0o+ 2VE2) — (@ = 2V2) /_ (@ +2vE2) + &'z — 2V02)
Vi J Ve

L TN YD f ot 2V 2/
Vi VE

0

dz,

onde ¢'(z) — 0 se |z| — oo e, conseqiientemente o primeiro termo do lado direito dessa
igualdade tende a zero se ¢ — oo uniformemente com respeito a ¢ para qualquer intervalo
limitado.

Assim, devido as estimativas de I; e I3 do teorema anterior, o segundo termo do lado direito

é uma integral impropria que converge uniformemente em ¢ para qualquer intervalo limitado

que nao contenha zero. Para qualquer t > 0 e x € R a derivada —[S(t)¢] ¢ determinada e

ot

+oo

(9 _1 . ! 2/t " W

E[S(t)(ls] = i(4mi)"2 /ezz¢ (z + \/_Z)\‘/"zﬁb (x \/_Z)dz
0
+oo

= i (4mit)" / 7 1 dy,
pois
+o00 . -

S WE + - NWE) [ ederE) e -2E)

0

= Iy +I5.

Em I,, fazendo a mudanca y = x + 2v/tz obtemos
+oo —y)?

ZL 1
e 4t
i / \/;ZS = W

T

e em I, fazendo y = = — 2v/tz obtemos
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(:6 1/)

PG y)

/ \f” W

com 1SS0
1 +00 ) x ,
L+1 = %{ / e (y)dy +_/ & ¢”<y>dy}
+oo
= o [
Portanto, ,
0 .0
@[S(t)ﬁb] = @@[S(t)ﬁb]
Isto nos da
L[S(t _ ;0 S(t o S(t
Sl = iz [St)] + 5 515(t)4]
5 07 92
5S¢ + 5 515(t)¢)
= 0.

Como se nota claramente, a prova dessa relagao para t < 0 pode ser feita de maneira

analoga.
Se t = 0, entdo obviamente 22 [S(t)¢] = ¢". Além disso, de acordo com os argumentos
acima 2[S(t)¢] = iS(t)¢" e portanto Pr%%[S(t)qb] i¢”. Assim, existe 2[S(t)¢] =i¢" e
- t=0
dessa forma L[S(t)¢] = 0.

t=0
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Usando esses argumentos vamos mostrar que

E{z’/S(t — s)(|u\2)d5} = —|ulu.

0

Seja agora

t

F(t) =i [ St =5

0

Assim,
O*F oF
F | ——
L) =5 T

Mas

822/575—5 —|ul*uds,
T

e, de acordo com o lema anterior
OF / 0
a5 = i/aS(t — 8)|uluds + i|u|*u

S(t — 8)|ufuds + i|u|*u

t
/ (t—s) —|u] uds + ilul|*u
0

ou seja,
t
OF 4 0? 5
ZE —Z/S(t—s)ﬁhﬂ uds — |u|"u
0
Que nos da
OPF  OF 9
£(F) = T8 i

Desta maneira, a primeira afirmacao de que qualquer solu¢ao X? da equagao (3.6) satisfaz

o problema (3.5) esta provada, pois claramente u(z,0) = ¢.
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Agora vamos provar que qualquer solugao X3 do problema (3.5), satisfaz a equagio (3.6).

Seja u uma solu¢ao do problema (3.5), e defina

t

w(x,t) =S(t)p+1 / S(t — s)|ul*uds.

0

Dessa dorma, w ¢ solucao da equacgao
10 + 02u = —|ul?u,

e como u é solucao do problema (3.5), segue que u também ¢ solucao dessa equacao.

Segue assim, que u — w é solucao do problema linear homogéneo

Lu=0, ze€R, tel
u(z,0) =0

Nos resta entao provar que esse problema tem como tnica solugao, a trivial u = 0 de C'(I : X3).
Vamos supor que u(z,t) ¢ uma solugao X* do problema no intervalo de tempo I. Mostramos

no Lema 2.1 que
+o0
d
g7 / [ug (z,t)*dz = 0

para todo ¢t € I. Por esse motivo, a fungdo u(z,t) é constante em z para qualquer ¢ fixado.

Mas, como u(z,0) = 0, a demonstracdo esta completa. O

3.3 Boa Colocacao do Problema de Cauchy

Nesta secao vamos provar que o Problema de Cauchy associado a Equagao Nao Linear de

Schrédinger é localmente bem posto nos espagos de Zhidkov.

Teorema 3.2. Sejamn k um inteiro positivo e ¢ € X*(R). Entdo, existem um tempo positivo
T =T(||¢]|x+) e uma tinica solugao u € C([0,Ty], X*) do problema de valor inicial (3.5). Além
disso, a aplicacao dado-solucao ¢ — w € Lipschitz-continua, ou seja, dada uma seqiiéncia

{on}, C X* tal que nh_)ngo |pn — &||x+ = 0, entdo as correspondentes solugoes u, associadas
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aos dados ¢, satisfazem 7}13010 sup ||un (-, t) — u(-, t)|| 2+ = 0. Ainda, u pode ser estendida a um
intervalo mazximal [0, T}] com[zz]seguintes alternativas:

o Iy = +o00
ou, caso contrdrio,

o Jlim u(e. 1) = +oc.

Demonstracao. Primeiro provaremos a existéncia e, para isso, usaremos a equacao integral

equivalente ao problema (3.5), ou seja, procuraremos uma solu¢ao para a equagao

t

u(z,t) = S(t)¢ +z’/5(t — 8)|u(x, s)|Pu(z, s)ds. (3.7)

0

Definamos entao o operador

Qlu] = S(t)p + i / S(t — s)|u(x, s)[*u(z, s)ds (3.8)

0

na bola de raio a de C([0,T], X*), definida por
Byla,T] := {u € C((0.T], X*) : [Jull o < a}.

Nosso objetivo é achar os valores adequados para as constantes a e T' de modo que o operador

® satisfaca as seguintes condicoes:
(i) @ : Bila, T| — Bgla, T1;

1 é uma contracao, 1sto €, existe A € tal que
(ii) @ ¢ Gao, isto &, existe A € [0,1) tal q
19fu] = @[]l e < Al = W]

para todo u, w € Byla, T].

Sendo satisfeitas as condigdes (i) e (ii) para ®, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach,
temos que este operador possui um unico ponto fixo em Bgla,T] o qual é solu¢ao da equacio

integral (3.8). Entdo resta fazer funcionar as condicoes (i) e (ii) acima para o operador ®.
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Das definicoes de ® e X*, e fazendo uso do corolario da desigualdade de Minkowski temos

que

1Ll o < 1S @)l + / [S(t = s)lu(-, s)*u(-, s)ds|| 4

para todo t € [0,77.

J& sabemos que
1Sl < C(L+ V) |l e

Por outro lado, usando a proposicao 1.2 temos que

t

/HS(t—S)IU(wS)IQU(wS)dSHXk < 0/(1+ VE=5) (-, 5)ll3x ds

0

< C+ V) [t o)l ds

IN

[0,¢]

C(1+ Vi <Sup Ju(, S)HX’“)

Combinando (3.9), (3.10) e (3.11), obtemos

1@l )]l an < CA+ VE) S 0]+ (S[élf]) [, 3)ka>

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Tomando o Supremo em [0, 7] em ambos os membros de (3.12) verifica-se a desigualdade

1R[]l e e < C(LA+ VT ||| + CT (L + VT) [[ull 0 -

Tomando a = 3C ||¢|| .« € usando o fato de que u € Byla, T] temos que
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(1+VT)+CT(1+VT)d?
av'T
+ 5+

E—

CT(1+ VT)d.

IN |
wle wle

Tomando T tal que

1
VT <1 e CTA+VT)< o (3.13)
a
segue-se que
a a a
Hq)[“]HLOTOXk < 3 + 3 + 3=

o que torna (i) verdadeira.
Das condicoes estabelecidas em (3.13) para T, obsevamos que (1 + v/T) < 2.

Assim, afim de satisfazer (3.13) é suficiente tomar

1
T, <Ty=min{l,——— b
54C3 [ 8]

Vamos agora refinar o valor de T, se necessario, para provar que ¢ é uma contracao. Sejam

u,w € Byla,T], entdo usando a desigualdade de Minkowski segue-se que, para todo t € [0, 7]
t
H@[U(,t)] _(I)[w<7t)]“)(’€ < /HS(t—S>|U(7S)|2U(7S) - |U)(',S)‘2w('78>ka ds
0
t
< [ T=3) luCs)Puls) = ol )P, o ds

0

< C(L+ V) / [u(, )Pu:, ) = [w(-, s)Pw(-, )| o ds

o0



Por outro lado,
k
[[ule = Jw[*w]] pe = [lu*u = [wlPw]| o + > [[0i(ule = [ww)]] ..
i=1

Onde

[[ulv — Jw[*wl] . [[ul*(w —w + w) — [ww]

[[Tul*(w = w) +w(|ul* = [w]*)[] .

< NuPllzee]ju = w]| oo + 1wl e [Tl + [l || oo [l = Twl]] o
< NuPllzee]ju = wl| oo + 1wl e [l + [w]|| oo Jo = ]|
< lu=wll o ([lulll o + ol [[lul + ] )
< u- wHLw [a® + a(a + a)]
< flu ] o3
E
Oy ([uf*u — [wl*w) = udilul* + dpulul* — wd|w|* — Pywl|w]®
= (u—w)dJul’ + w(0,|ul* - ;|w|*)
T bt
+ (Opu — Gyw)|ul* + Jw(|ul* — |w]?),
11 v
que nos da,
1l < [l = wll |92l

Hu B wHXkHZRe(EG;U)HB
Hu o wHXkQH(ﬂa;U)HH
[ = wl| g2l [a]] o [| 2] 2

2
e = w2,

INIAN IA TN IA
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onde usamos o Lema 1.1. Com procedimentos analogos para II, II1 e IV temos que
16l — )| < ||u— w]| ,.Ca®.
O que nos da

[fut 0] = Pl Dl < OO+ VD0 sup flu— vl

para todo t € [0, 7.

Tomando o supremo no intervalo [0, 7] em ambos os membros obtemos

19[u] = D[]l ar < O+ V)Tt = w| o e
< 20T ||u— wl| o
Escolhendo portanto
1 1

T, <T,= = .
=TT UCK? T 3603 e

o operador ® satisfaz a condigao (ii).

Finalmente, tomando

1 1
Ty =min< 1, , ,
* { 54C3 ||| % 36O3H¢ka}

temos satisfeitas as condi¢oes (i) e (ii), o que prova a existéncia.

Vamos agora provar a unicidade. A solugao encontrada acima ¢ tnica em Bygla,T]| C
C([0,Ty], X*). Agora provaremos a unicidade no espaco C([0,T}], X*). Com efeito, sejam
u,w € C([0,T}], X*) com M = HuHL%oxk e N = HwHLoToxk' Entao, para todo 0 < T < Ty,

usando argumentos analogos aos que foram usados anteriormente, temos que

lu(t) —w(- ) lpe < C(M,N) / (s ) — (-, ) o ds

02



para todo t € [0,7T]. Assim,
[u(-, ) —w( D)][xn < CMN)E[[u(-,s) = w(-, 8)][ oo n »

para todo t € [0,T], e portanto

[u(- ) = w( Dl pgor < CM,N)T [Jul-, ) = w(-, 8)| oo or -

Logo, se C(M,N)T < 1/2, entao

u(,t) =w(t), Vtel|0,T] T< m

Repetindo esse argumento um numero finito de vezes temos a unicidade em [0,7}]. O que

conclui nossa demonstragao.
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