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Resumo

O objetivo desta dissertagao é estudar as hipersuperficies compactas sem bordo e imer-
sas em formas espaciais com Sgl constante, onde S, é a (r + 1)-ésima funcdo simétrica
das curvaturas principais. Tais hipersuperficies sao os pontos criticos de um problema
variacional que preserva area. Demonstraremos que tais imersoes sao r-estaveis se, e so-
mente se, elas forem hipersuperficies totalmente umbilicas.

Palavras-chave: r-ésima curvatura média, r-estaveis, variagoes que preservam area.
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Capitulo 1

Introducao

O trabalho aqui realizado baseia-se no artigo de autoria de Yijun He e Haizhong Li [18].
Considere M"™ como sendo uma variedade Riemanniana n dimensional, conexa, orientada,
compacta e sem bordo. Seja WH(C) o espaco euclidiano R, um hemisfério aberto de
S"*1(1) ou o espago hiperbélico H"™'(—1), de acordo com ¢ = 0,1 ou —1, respectivamente
er: M" — MnH(C) uma imersao isométrica. A r-ésima curvatura média H, é definida
por H, = S,/ (:‘), onde S, ¢é a r-ésima funcao simétrica elementar. Claramente H; é a
curvatura média H.

O problema variacional que preserva volume tem sido estudado por muitos autores
(consulte [1-8]). E bem sabido que imersdes com curvatura média constante siao pontos
criticos para o problema variacional de minimizar o funcional area mantendo o balanco
do volume zero. Uma solugao local para este problema variacional diz-se estavel. Este
conceito foi introduzido por Barbosa, do Carmo e Eschenburg em [8].

Para imersoes de hipersuperficies com a (r + 1)-ésima curvatura média constante em
formas espaciais, Alencar, do Carmo e Rosenberg estudaram o caso de R"*! em [3], Barbosa
e Colares estudaram o caso de um hemisfério aberto de S"™!(1) e o espaco hiperbdlico
H"*1(—1) em [5].

Estas hipersuperficies sao os pontos criticos de um problema variacional de minimizar
um funcional do tipo

A, :/Fr(Sl,...,Sr)dM,
M

mantendo o balanco do volume zero, onde F, é uma funcao adequada.

Para o estudo desse problema Y. He e H. Li [18] introduziram o conceito de r-estabilida-
de de hipersuperficies o qual generaliza o conceito de estabilidade dado em [8]. Outro
problema variacional para hipersuperficies envolvendo fungoes de 51, ..., S, pode ser en-
contrada em [23].

Nesta dissertacao cosideraremos hipersuperficies orientadas, compactas, conexas e sem
bordo em WH(C) com curvatura média positiva e Sg—f constante. Veremos que a imersao
é r-estavel se, e somente se, é totalmente umbilica; no caso em que ¢ = 0 o resultado vale

para qualquer r, enquanto para ¢ # 0 o resultado é somente valido para r par (veja [18]).



Capitulo 2

Preliminares

O objetivo deste capitulo é dar um breve resumo de alguns resultados fundamentais
da Geometria Riemanniana, que serao utilizados neste trabalho. O conceito de variedade
diferenciavel serve para estender os métodos do céalculo diferencial a espacos mais gerais
que o R", baseados nesta nocao apresentaremos a nocao de campo de vetores, variedade
Riemanniana, conexao afim, aplicacao exponencial, curvatura, imersoes isométricas, gradi-
ente, divergente, laplaciano, hessiano. Maiores detalhes podem ser encontrados em [16],[15]
e [12].

2.1 Definicoes

Definicao 2.1.1. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M € uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M, onde T,M € o
plano tangente a M no ponto p. O campo € diferenciavel se a aplicagao X : M — TM
¢ diferencidavel, onde TM € chamado de fibrado tangente de M que é a unido disjunta dos
espagos tangentes a M em todos os pontos de M (isto é, TM = U T,M).

peM

Definicao 2.1.2. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M™ é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno <~,-)p no espago
tangente T,M, tal que: se x : U C R" — M ¢é um sistema de coordenadas locais em

torno de p, com x(x1,...,x,) =q € x(U) e a%i(q) = dz(0, ..., 1 ,...,0), entao para
cada i,j € {1,...,n}, <£(q), %(q)> ¢ uma funcao diferencidvel em U.
! q
o 0

Definicao 2.1.3. As fungoes g;; = sao chamadas componentes da métrica

Riemanniana no sistema de coordenadas x: U C R™ — M"™. Uma variedade diferencidvel

com uma métrica Riemanniana € chamada variedade Riemanniana.

Definigao 2.1.4. Seja X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e
D(M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M. Uma conexao afim V em
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M € uma aplicacao
V:XM) x X(M) — X(M)

tal que, ¥V X, Y, Z € X(M) eV f,g € D(M), tem-se
(i) VixigvZ = fVxZ +gVxZ
(ii)) Vx(Y +2)=VxY +VxZ

(i) VxfY = fVxY + X(f)Y.

Definicao 2.1.5. Dizemos que uma conezxao afim ¥V em uma variedade diferenciavel M é
simeétrica se
VxY =Vy X =[X)Y], VXY € X(M).

Dizemos que uma conexao afim V em uma variedade Riemanniana M ¢é compativel
com a métrica se

XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ) ¥V X,Y, Z € X(M).
O préoximo Teorema é fundamental em Geometria Riemanniana.

Teorema 2.1.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma iunica
conexdao afim V em M que é simétrica e compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstragao. Ver [16], pagina 61. [ |

Tal conexao é denominada conexao de Levi-Civita (ou Riemanniana) de M.

2.2 Aplicacao exponencial

Uma curva o em M é uma geodésica em t € I se Za/(t) = 0.
Antes de definir a aplicacdo exponencial, lembraremos um resultado que é uma con-

sequéncia direta do Teorema de existéncia e unicidade de equagoes diferenciais ordinarias:

Proposicao 2.2.1. Dados p € M e v € T,M, existe uma tnica geodésica o : I — M tal
que a(0) =p e &/(0) = v, onde I C R é um intervalo contendo o zero.

Se v € T,M, vamos denotar por v, a unica geodésica de M que passa por p € M com
vetor velocidade v € T, M.
Seja ¥, = {v € T,M; =, estd definida num intervalo contendo [0, 1]}.

Definigao 2.2.1. A aplicagio exp, : ¥, — M, definida por exp,(v) = v,(1), € denomi-
nada aplicacao exponencial.

Proposicao 2.2.2. As sequintes propriedades sao satisfeitas:

11



1. para cada v € T,M, a geodésica v, ¢ dada por v,(t) = exp,(tv), para todo t € R onde
os dois lados estao definidos;

2. a aplicagao exp,, € diferencidvel.
Demonstracao. Ver [16], pagina 71. [ |

Proposicao 2.2.3. Para todo p € M, existem uma vizinhanga V' da origem de T,M e
uma vizinhanga U de p, tais que exp, : V. — U € um difeomorfismo.

Demonstracao. De fato,

Alexp,)o(v) = (exp, ()],

= L)y

7,(0),
= .

Logo, d(exp,)o ¢ a identidade de T,M, segue-se entdo do Teorema da funcdo inversa
que exp,, ¢ um difeomorfismo local numa vizinhanga de 0 em 7;,M. |

O aberto U dado pela proposi¢ao anterior é chamado vizinhanca normal de p.

2.3 Curvatura

Considere M uma variedade Riemanniana de dimensao n e de classe C', seja V sua
conexao Riemanniana e 7,M o espaco tangente a M em p.

Definicao 2.3.1. O tensor de curvatura R de M ¢ a aplicacdo que a cada par X,Y €
X (M) associa a correspondéncia

R(X,Y): X(M) — X(M)

dada por
R(X,Y)Z =VyVxZ =VxVyZ+VixyZ,¥V Z € X(M).

Proposicao 2.3.1. O tensor de curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das
sequintes propriedades:

(i) R € bilinear em X (M) x X(M).
(1)) ¥V X, Y € X(M), o tensor curvatura R(X,Y) : X(M) — X (M) ¢ linear.

Proposicao 2.3.2. O tensor de curvatura R satisfaz as sequintes propriedades para todo
XY, Z, T € X(M):
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(i) (R(X,Y)Z,T)+ (R(Y,Z)X,T) + (R(Z, X)Y,T) = 0;
(ii) (R(X,Y)Z,T) = —(R(Y,X)Z,T);
(iii) (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T,Z);
(iv) (R(X,Y)Z,T) = (R(Z, T)X,Y).

Para um espago vetorial V' com produto interno (,), dados dois vetores linearmente
independentes z,y € V,

2 Ayl = /22yl - (2, )

é a éarea do paralelogramo gerado por {z,y}.
Pode-se verificar que, se ¢ C T,M é um subespaco de dimensao 2 com base {z,y},

entao
(R(z,y)z,y)

s6 depende de o.

Definicao 2.3.2. Considere p € M e seja 0 C T,M um subespaco de dimensao 2.
K(0) := K(z,y),

¢ chamada de curvatura seccional de o em M no ponto p, onde {x,y} é uma base qualquer
de o.

Usaremos a notagao M"(¢) para indicar as variedades com curvatura seccional constante
¢ de dimensao n. Uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante que seja
completa e simplesmente conexa é chamada de forma espacial.

Note que quando multiplicamos uma métrica Riemanniana por uma constante positiva
¢, entao a sua curvatura seccional é multiplicada por %

A esfera S"(r) para r > 0 é definida por

S*(r) = {x € R™; (z,2) = r*},

onde (., .) denota o produto interno canonico de R"™!, o qual mune S™(r) como uma métrica

Riemanniana. Pode-se provar que §"(r) tem curvatura —.

r

Antes de dar um modelo para o espaco hiperbdlico definamos para cada 0 < s < n:

R™® .= {]R” munido com a forma bilinear: b™*(7, %) = — inyi + Z xjyj} ,
=1 j=s+1

— — . . -1:
onde @ = (x1,...,2,) ¢ ¥ = (y1,...,Yn). Pode-se verificar que b™* é uma forma bilinear
simétrica nao degenerada.

13



O espago hiperbdlico H™(r) para r < 0 é definido por
Hn(r) = {? = (wo,l’l, c. ,l’n) S RnJrl’l; <?’ ?> = —1”2’;(;0 > 0} ,

onde (.,.) é a métrica pseudo-Riemannian definida por
n
(v, w) = —vowp + E V;W; .
i=1

Pode-se provar que H"(r) tem curvatura ——.
r
Seja M™ uma forma espacial com curvatura seccional constante ¢ € R. Entao o reco-

brimento universal M de M, com a métrica do recobrimento é isometrico a

ara c )
\/E P ’
Rn para ¢ = 0,

1
H™ <\/—_c) para ¢ < 0.

(Cf. Cap. 8, pagina 181 do [16]).

2.4 Imersoes isométricas

. <Ntk . ~ . , , . ~ . .y
Seja xr : M" — M uma imersao, isto ¢, x ¢ uma aplicacao diferencidvel e dz), :
T\M — T, M ¢ injetiva para todo p € M. Se M tem uma métrica Riemanniana, x
induz uma métrica Riemanniana em M, dada por

(u,v),, = (dzp(u), dzy(v)) ) » u,v € T,M.

Com efeito, como dzx, ¢ injetiva, (-,-) é positivo definido. As demais condicoes da
definicao de métrica Riemanniana podem ser facilmente verificadas.

A métrica de M é entao chamada a métrica induzida por x e a aplicacao x é dita
uma imersao isométrica. Pelo teorema da forma local das imersoes, dado p € M existe
um aberto & > p de M tal que |y : U — M é um mergulho, ou seja, z(U) é uma
subvariedade de M; por este resultado é natural identificar os pontos de U com os pontos
de z(U) pensando = como uma inclusdo. Com estd identificacdo, o T,M ¢ identificado com
dx,(T,M), ou seja, identificamos v € T,M com dz,(v).

Tomando a métrica induzida em M, x torna-se uma isometria local e x|y torna-se
isometria sobre (). Com isto a aplicac@o dz, pode ser considerada como a inclusao ou
T, M ser considerado como subespaco vetorial do espaco vetorial 7; m(p)M. Para cadap e M
tem-se,

M =T,M @ (T,M)*,

14



onde (T,M)~ é o complemento ortogonal de T,M em T, M. Com isto, para cada X € T,M,
existem unicos v € T,M e w € (T,M)* tal que X = v + w. Chamaremos v a componente
tangencial de X e w a componente normal de X.

Consideremos V como sendo a conexdo Riemanniana de M. Denotemos por V a
conexao Riemanniana em M induzida pela sua métrica. Prova-se que

VxY = (VxY)T, VXY € X(M),

onde X e Y sao extensoes locais em M. Verifica-se que esta é a conexao Riemanniana
relativa a métrica induzida em M.
Por outro lado, para X,Y campos vetoriais locais em M definimos a aplicagao

Oé(X, Y) = vy? - VXY,

onde X e Y sdo extensoes locais de X e Y, respectivamente, em M. A aplicacdo a estd
bem definida e independe da extensao escolhida(veja [16], pag. 126), também prova-se que
« € bilinear e simétrica.

Se £ é campo normal unitério num abertod C M e X,Y € X (U), definimos uma forma
bilinear e simétrica He : T,M x T,M — R por

He(X,Y) = (a(X,Y), ).
A forma quadrética I¢, definida em 7,M por
I1¢(X) = He(X, X),

é chamada segunda forma fundamental da imersao x segundo o vetor normal &; a forma
H¢ estd associada a um operador linear auto-adjunto A¢ : T,M — T,M por

(Ae(X),Y) = He(X,Y).
Dados p e M, X € T,M e £ € (T,M)*, vale a seguinte igualdade:
Ag(X) = =(Vx&)".

Além disso, a componente normal de Vx¢ é chamada a conexao normal V* da imersao,
de modo que temos a seguinte igualdade:

Vi€ = (Vx&)Y = Vx& — (Vx&) " = Vxé + A¢(X).
Observacao 2.4.1. Se a codimensao for 1 podemos dispensar o indice £. Entao,
AX) = —~(Vx§)',

onde A € chamado operador forma.

15



Por outro lado, consideremos x : M" — M uma imersio isométrica e seja
{e1,...,€n,€ni1,s -, Ensk}, um referencial ortogonal tangente a M numa vizinhanca de
p € M", adaptado a M, ou seja, com {ey, ..., e,} tangente a M"e {e,41, ..., €4} normal
a M. Certamente, para cada campo normal N sobre M"™ tem-se

<AN(X>?Y> = HN(Xa Y) = <04(X7 Y)a N)
Podemos expressar a(X,Y’) da seguinte forma

n+k

aX,Y)= > h(X)Y) e

6=n+1

Denotemos por

isto é,
hfj = (e, €)), €9) = (Agy(€:), €5),

comi,j=1...,nef =n+1,....,n+k Podemos notar que sendo A, auto-adjunta,
segue-se que hfj = hgi.

Para cada 6 fixado, 0§ =n+1,...,n+ k e p € M, a matriz (hfj(p)) ¢ chamada Matriz
da Sequnda Forma Fundamental relativa a ey em relagao a base {e;}, i = 1,...,n, no ponto

p. No caso em que k = 1, temos a seguinte igualdade:
<vei€j,£> = hzy

Com efeito,

A~
4
o
@
<
7
~—
I
| |
TN T
um fcb
a S
;>
+
<
o
|7
Iy
~_—

<vei€j>€> = hfz]

As equacoes basicas para subvariedades sao: a equacao de Gauss, de Codazzi e Ricci. A
seguir enunciaremos as equagoes de Gauss e Codazzi, dando como referéncia o texto [14].
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Proposicao 2.4.1. ( Equagao de Gauss)
(R(X,Y)Z,W)=(R(X,Y)Z, W)+ (a(X,W),a(Y, 2)) — (a(X, Z), (Y, W)) ,

onde R e R sdo os tensores de curvatura de M e M, respectivamente. Em particular,
se K(X,Y)=(R(X,Y)Y,X) e K(X,Y) = (R(X,Y)Y,X) denotam as curvaturas sec-
cionais em M e M do plano gerado pelos vetores ortonormais X,Y € T,M, a equacao de
Gauss toma a forma

K(X,Y)=K(X,Y)+ (a(X, X),a(Y,Y)) - la(X, V)|

No caso em que M é uma forma espacial , isto é, M(c), a equagao de Gauss toma a
forma:

(RIX,Y)Z, W) =c((XANY)ZW) + (a(X,W),a(Y, Z)) — (a(X, Z),alY,W)).
Proposicao 2.4.2. (Equagdio de Codazzi)
(R(X,Y)Z)" = (Vka) (Y, Z) — (Vi) (X, 2),
onde por defini¢ao
(Vxa) (Y, 2) = Vxa(Y, Z) = a(VxY, Z) — a(Y,VxZ).

No caso em que M é uma forma espacial , isto é, M(c), a equacao de Codazzi toma a
seguinte forma:

VXA (Y7€> = VYA <X7£) :

2.5 Operadores diferenciais sobre variedades Rieman-
nianas.

2.5.1 Gradiente

Defini¢ao 2.5.1. Seja f € D(M). O gradiente de f, denotado por grad f, € o unico
campo vetorial em M dado pela sequinte condi¢ao:

(grad f, X) = X(f) =df(X),V X € X(M).
Da definicao tem-se

(i) grad (f +g) = grad f+ grad g V f,g € D(M).

Com efeito,

(grad (f +9), X) = X(f +9),
= X(f) + X(9),
= (grad f,X) + (grad g, X),
= (grad f + grad g, X).
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(ii) grad (fg) = f grad g+ g grad f ¥V f,g € D(M).
De fato,

(grad (fg), X) = X(f9),
= [ X(g9) +9X(/),
= f{grad g, X) + g{grad [, X),
= (f grad g, X) + (g grad f,X),
= (f grad g+ g grad f, X).

Observagao 2.5.1. (Referencial mdvel) Sejam M™ uma variedade Riemanniana de di-
mensao n, e p € M. Entao existem uma vizinhanca U C M de p e n campos de vetores
er, e, € X(U), tais que (e;,ej) = i, Vi,j = 1,---.n. O conjunto {e1,--- ,e,} €

chamado de referencial ortonormal local, se além de disso (V., ej)(p) =0,Vi,j=1,---,n,
entdao dizemos que {ey,--- ,e,} € um referencial geodésico em p.
Proposicao 2.5.1. Se {ey,--- ,e,} é um referencial ortonormal local em M, entao
grad [ = Z ei(f)ei. (2.1)
i=1

n

Demonstracao. Escrevendo grad f = Z a;e;, temos que

=1
e;(f) = (grad f,e;) = (Y e, e5) = ay.
=1
Logo,
grad f =Y ei(f)er.
=1

2.5.2 Divergente

Definicao 2.5.2. Seja M uma variedade Riemanniana munida da conexao V. Para cada
X € X(M) definimos o divergente de X, denotado por div X, dada por

div : X(M) — C>*(M,R)
X — (div X)) = trago (Y — VyX), onde Y € T,M.

Decorre da defini¢ao que, para quaisquer X,Z € X(M) e qualquer f € D(M):
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(1) div (X + Z) = div (X) + div (Z).
Com efeito,
div (X + Z) = trago (Y — Vy (X + 2)),
= trago (Y — Vy X +Vy2),
= tra¢o (Y — VyX) + traco (Y — Vy Z),
= div (X) + div (Z).
(ii) div (fX) = fdiv (X)+ (grad f, X).
De fato, pois

div (fX) = trago (Y — Vy(fX)),

= Z (ei, Ve, ([ X))
=1
€, fveiX + ez(f)X> )

ei, Ve X)+ > (e e f)X),

=1

:§<
:i<
=f§;%v¢m+§;@uwwm,

— f[traco (Y — VyX)] + <zn:ei(f)ei,X> ,

1=1

= fdiv (X)+ (grad f, X).

Proposicao 2.5.2. Se X = ZXiei, onde {e1, - ,e,} € um referencial ortonormal local
i=1
em M, entao

div X = "(e:(X:) = (Ve,e0, X)), (2.2)
i=1
Demonstracao. Temos,

div X = i(veiX, ;) = Zn}vei(i Xjej), e,
j=1

i=1 =1

=D el Xpes e + ) Xi(Vees e,

ij=1 ij=1
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Como (e;, €;) = 6;;, tem-se que

0= €i<€ia 6j> = <Vei€i, €j> -+ <€Z’, Veie]),

ou seja,
(Ve,eisej) = —(ei, Ve,e5).
Dai,
div X => ei(X;) = Y Xj(Veeie)),
i=1 ij=1
= Z ez(Xz) — Z(Veiei, Z Xj€j>-
i=1 i=1 i=1
Logo,

div X = Z(ei(Xi) — (Ve X)).

Teorema 2.5.1. (Da divergéncia I) Seja X um campo vetorial C'(M) em M com suporte
compacto, sem nenhuma condicao sobre a orientabilidade de M temos:

/dw (X)dV = 0.

Demonstragao. Ver [12], pagina 149. [ |

2.5.3 O operador de Laplace

Definicao 2.5.3. Seja M uma variedade Riemanniana munida da conexao V. O operador
de Laplace, define-se por

A: D(M) — DM)
f — Af = div (grad f).

Decorre das propriedades do gradiente e do divergente que:

(i) A(f+9) = Af +Ag.
Com efeito,
A(f +9g) = div (grad (f + g)),
= div (grad f + grad g),
= dw (grad )+ div (grad g),
=Af+Ag.
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(i) A(fg) = fAg+ gAf +2( grad f, grad g), para quaisquer f,g € D(M).
De fato, pois

A(fg) = div ( grad (fg)),
= div (f grad g+ g grad f),
= dw (f grad g) + div (g grad f),
= fdiv ( grad g) + ( grad f, grad g) + gdiv ( grad f)+ ( grad g, grad f),
= fAg+ gAf+2( grad f, grad g).

Proposicao 2.5.3. Se {e1, -+ ,e,} é um referencial ortonormal local em M, entdo
Af =) (elel) = (Vee) ()
i=1
Demonstracao. Por definicao
Af =div ( grad f),

por (2.2) e usando 2.1:
Af =Y (eilei(f)) = (Veei grad f))
i=1
da definicao de gradiente

Af = Z(exei(f)) — (Vee)(f))-

2.5.4 Hessiano

Definigao 2.5.4. Seja M uma variedade Riemanniana munida da conexdaoV e f € D(M).
Definimos o Hessiano de f em p € M, denotado por (Hessf), como o operador linear
(Hessf), : T,M — T,M, dado por:

(Hessf)X = Vxgrad f, VX € T,M.

Verifica-se que ((Hessf),X,Y) = (X, (Hessf),Y), mostrando que o (Hessf), € auto-
adjunto e portanto determina uma forma bilinear simétrica em T,M.

Hess f,(X,Y) = (Vxgrad f,,Y).
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Observemos que

Hess f,(X,Y) = (Vxgrad f,,Y);

por ser a conexao compativel com a métrica, num ponto p € M, temos:
Hess f(X,Y) = X(grad f,Y) — (grad f, VxY);

mas sabemos que (grad f,Z) = Z(f), VZ € X(M), de onde:
Hess (X, Y) = X(Y(f)) — (VaY) (£).

Em particular se {ey,...,e,} é um referencial geodésico num ponto p € M,
Hess f(ei,e;) = ei(e;(f)) — (Ve,e5) (f).

Portanto,
Hess fy(ei, e5) = ei(e;(f))p,

denotando Hess f,(e;, e;) por fi;, segue-se que

fij(p) = Hess fp(6i7€j) = ei(ej(f))p'

2.6 Operadores lineares elipticos de segunda ordem

Um multi-indice é um vetor o = (v, g, . .., ;) satisfazendo «; € ZT. Quando « e (3
denotam multi-indices usaremos a notagao a >  para indicar que «; > (3; para cada 1.
Para qualquer multi-indice o define-se:

la| =a; +ag + -+ -+ ap;

ol =aq! as! Lo
Por outro lado, para qualquer x = (z1, 2, ..., x,) € R", define-se
x® =xtag? oann .

Usaremos a seguinte notagao para escrever equagoes diferenciais parciais

olal

D =
aq [o%) an
Ox{' 0x3y* ... 0z
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Por exemplo quando a = (1,2), temos

u

Duy=———
b 85(71 8x§’

onde u : R" — R ¢ uma funcao.
Considere agora um operador diferencial linear

L(x,D)u= Y as(x) D"u, (2.3)

la|<m

onde u : R™ — R. Com este operador agindo em fungoes vamos associar-lhe um operador
algebrico, chamado de o simbolo.

Definigao 2.6.1. O simbolo da expressio L(x, D), definida em (2.3) é

L(x,i€) := Z aq (x) (1),

lal=m

A parte principal do simbolo define-se por

LP(x,i€) = Y aq(x) (i)

la|<m

O simbolo nos diz como um operador diferencial age nas fungdes que tem seu suporte
contido numa pequena vizinhanca do ponto x. Se os coeficientes sao suaves, entao eles sao
aproximadamente constantes naquela pequena vizinhanca. Por outro lado, se a funcao u
varia rapidamente, entao suas derivadas de maior ordem dominam sobre as derivadas de
menor ordem, logo a parte principal contem os termos mais importantes. A classificacao
das equagoes diferenciais parciais em classes baseia-se na parte principal do simbolo.

Agora, seja 2 um conjunto aberto e nao vazio de R™. Diz-se que um operador linear
em derivadas parciais é de ordem dois, se é da forma:

n

Lu(z) := Z a;;(2) 0;(ai;(2) )+ Z bi( )+ c(z) u(z) (2.4)

n

Lu(z) ==Y ai;(z) 8:0; u( +Zb 2) + c(z) u(z), (2.5)

3,j=1

onde  a;j,b;, c: Q) — R sao fungoes mensurdveis

u € C*N) ez e Q. O operador que é da forma (2.4) chama-se de operador na forma
”divergente” e o operador que é da forma (2.5) chama-se de operador na forma ”"nao diver-
gente”. Observamos ainda que se as fungoes a;; sao fungoes C*(£2), entao um operador dado
na forma divergente pode ser expressado na forma de nao divergente, e reciprocamente.
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Sem perda de generalidade, podemos supor que a;;(z) = a;;(2), de forma que a matriz

A(z) := (aij)

é simétrica. L diz-se eliptico em Q se 37, a;;(2) & & > 0 para todo 2z € Q e para todo
0 # £ € R™. Para qualquer z € (Q existe

A(z) = miﬂ{az‘j(Z) & &5 €] =1},

A(z) deve ser positivo (na verdade é o menor auto-valor de A(z)). De modo que podemos
expressar a elipticidade, na seguinte forma: o operador L é eliptico em z € () se existe um
nimero A(z) > 0 tal que

Z,]:1, ,n

D ai(2) &&= Mz) €7, VEER™

ij=1
Diremos que L ¢é eliptico em €2, se é eliptico em cada z € ) e diremos que o operador L é
uniformemente eliptico em €2, se existe uma constante Ag > 0 tal que A(z) > Ay para cada
z € Q.

Observacao 2.6.1. E possivel demonstrar que A é auto—adjunto relativo a C*(M, g) e
que € eliptico.

Seja M uma variedade conexa, com fecho compacto e fronteira suave. O problema de
Dirichlet de auto-valores consiste em encontrar todos os niimeros reais A tais que exista
uma solugao nao trivial ¢ € C*(M) [ C°(M) satisfazendo

{A¢+A¢ =0 26)

Plom =0
O Espetro de uma variedade Riemanniana (M, g) para o problema 2.6 é o conjunto
Spec(M) = {\ € R; Jp € C*(M) N C°(M) satisfazendo 2.6}

Os numeros A € Spec(M) sao chamados de auto-valores e as solugoes associadas aos A
sao as auto-fungoes.

Proposicao 2.6.1. O espectro de uma variedade Riemanniana € discreto iniciando-se
com o valor 0 e tendo +00 como seu unico ponto de acumulacao, serd conveniente listar
os auto-valores da sequinte forma 0 = N\g < Ay < Ay < ... com repeticoes apropriadas
para o0s casos degenerados, cada auto—valor meste espectro tem multiplicidade finita. As
auto—funcoes associadas a estes auto—valores sao funcoes C'.

Seja &; o auto—espaco correspondente ao auto—valor Aj, entao dim&; < 400 e &; € subspaco
de C*(M).

Podemos escolher os auto—espagos &; de modo que formem uma base ortonormal para
C?*(M, g) e a soma direta destes espagos € todo C*(M, g).

Demonstracao: Veja [9]. [
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Capitulo 3

O operador L,

3.1 Identidades de Newton

Definigao 3.1.1. As somas de poténcias w, : R™ — R, sdo definidas por

n

W (X) = wp (21, ..., 2,) 1= Z(%)T,

i=1
e observe que wo(X) = n.
A préxima proposicao relacionara as fungoes w, (X) com as fungdes simétricas S (X).
Proposicao 3.1.1 (Identidades de Newton). Dado X € R", entdo:
wi(X) = 51(X),

X X
we(X) = S1(X)w (X) — 255(X),
w3(X) = S1(X)wa(X) — So(X)w; (X) + 355(X),

em geral,
r—1
S (=D)*S(X)w, (X)) + (=1)"rS(X) =0 , sel1<r<n,
k=0
S (=1)FSL(X)w,—,(X) =0 ,seT >n.
k=0

Demonstracao. Seja g : R — R definida por

gt) = ﬁ (1+ta;) = 1+ Sy (X)t + So(X)E2 + - - + S, (X)t",

Jj=1
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git) d " d SN
=—1 t) = —log(1l 4 tx;) =

g(t) —dt og9(t) — dt og(L + ;) ; 1+ tz;

Tj o k(0 Ykt h
— -1 ,
usando que s kZ:O( )* ()" ¥, temos

(¢ n oo

g'(t) _ ZZ(_l)k () ¢

9(t)  Hi=
=D (D w(X) ¢

k=0

Donde,

Também temos,
g (t) = S1(X) + 285 (X)t + - - 4+ nS,(X)t" L.

Comparando os coeficientes das poténcias de t* obtemos as identidades de Newton. |

3.2 Os polinomios de Newton.

Definigao 3.2.1. Seja A um operador auto-adjunto. O r-ésimo polindomio simétrico asso-
ciado a A, € a funcao S, : R — R definida por

1, se 7=0

S, = Z ki ... ki, se re{l,--- n}

1<i1 < <ir<n

0, se re Z—{0,---,n},

onde kq,--- ,k, s@o os auto-valores do operador auto-adjunto A.
Seja A um operador auto-adjunto e considere {ey,-- ,e,} uma base ortonormal de A,
isto é, Ae; = k;e;.
Define-se
Ai = |span{e%'}l ’

isto é, A; é a restricao de A ao subespago normal a e;.
Denotamos por S,(4;) a r-ésima funcao simétrica associada a A;. Pode-se verificar que

Sr—l—l(Ai) = Sr-i—l - szr(Az) (31)
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.~ ‘ —ent1 ‘ L L
Definicao 3.2.2. Seja v : M" — M uma imersio isométrica ¢ A a sequnda forma

fundamental de x. Para cada v € {0,1,2,--- ,n — 1} definimos de forma recursiva os
polinomios de Newton P, : T,M — T,M, por:

POZI
P =51-A

P.=S1—AP._y,r> 1.

Segue-se da férmula de recorrécia dada acima que
P, = Z 1)7S, ;A7

o~ . <zn+1 . ~ . sy .
Proposigao 3.2.1. Sejaz : M" — M uma 1mersao isométrica entre duas variedades
Riemannianas e seja A o operador linear associado a sequnda forma fundamental. Os
polinomios de Newton associado a A satisfazem:

(a) P.(e;) = S.(4;) ei; para cada 1 < i <n;
(b) trago(P,) = (n —1)S,;

(C) trago(APr) = (T + 1)87"4—1:'
(d) tragco(AP,) Z Ak Sy
(¢) trago(A*P,) = 518,41 — (r +2) Sy a5

(f) trago(A%P, Z)\ kSr(Ar).

Demonstracao. a) Faremos a prova por indugao sobre r. Para r = 1, temos P, = 511 — A.
Portanto,

Pl(ei) = Sie; — A€i7

= Sie; — kiei,

= (51 - k?i)em
:(]{;1+...+7{;\i+...+]{;n)7
= Sl(AZ)e@
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Suponhamos que vale para r — 1, isto é, P,_1(e;) = S,_1(4;)e;. Entao

P.(e;) = Sye; — AP, _ye;,
= Spe; — A(Sr—l(Ai)ei)7
= (Sr - Srfl(Ai)ki)eb
= S.(A;)e;.
b) Seja A\x um auto-valor e vy seu correspondente auto-vetor associado a segunda forma
fundamental A (isto é, Avy = Mgy , com (v;,v;) = &;;); pela definicao do traco de um
operador temos:

n n r

a0 (7 = 0P n) = SO A
. Z j;(—l)f SRR
- ;0<—1>f 5 (Z (W) _ j;(—l)j S
=08, + 321 Sy, (4)
= nS, + ;Z;(—l)’“ FSpwr_i(A)  (fizemos k = r — j)
—nS, + (-1 ;_:<—1>kskwr_k<A>

Usando as identidades de Newton
-1

ﬁ

SkwT k ) = —(—1)TT’ST

k::O
temos:
traco (P,) =nS, + (=1)"(=1)(=1)"rS, = (n —1)S,.

c¢) Da identidade P, = S,11I — AP,, segue-se que AP, = S,,1I — P.,;. Tomando o
trago, temos que

trago(AP,.) = S, 1traco(I) — trago(P,41),
= nS,41 — trago(Pr4).
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Usando a parte (b) obtemos

traQO(APr) = nSrJrl - (77, - (T + 1>)Sr+17
=n—n+r+1)S41,
= (T + 1)S7~+1.

d) Seja \x um auto-valor e vy seu correspondente auto-vetor associado a segunda forma
fundamental A (isto é, Avy = A\yvy, , com (v;,v;) = d;;); pela definicao do trago de um
operador temos:

trago(AP,) = Z (AP, vg)

k=1

- Z <P7'Uk7 AUk> ’

= Z Ak Uk; )\kvk>
= Z AeSr(Ar) (vk, vg) |
k=1
= MSi(Ap)
k=1

e) Da identidade P, = S, 11 — AP,, segue-se que AP, = S, ;1A — A?P,.
Assim, temos que A%2P, = S, A — AP,.,. Tomando o traco, temos que

traco(A*P,) = S, 1trago(A) — traco(AP,, 1),
=SS = [(r+ 1) + 1}Sey1)41,
= SlSTH — (T + 2)57*—&-2‘

f) Seja Ay, um auto-valor e v seu correspondente auto-vetor associado a segunda forma
fundamental A (isto é, Avy = A\yvy, , com (v;,v;) = d;;); pela definicdo do trago de um
operador temos:

traco(A%P,) Z <A ka,vk>

= Z <Prvk7 A2vk> ’
k=1

= Z (S (Ap)vg, Npop)
k=1
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AQkST (Ak) <Uk‘7 Uk> 3

1

n
k=

= NS, (A).
k=1

o que completa a demonstragao. |

3.3 O operador L,

Definigao 3.3.1. Considere M"™ uma variedade orientdvel conexa e diferencidvel e x :

M — M " wma imersdo isométrica. Define-se o operador diferencial de sequnda ordem
L,:C*(M,R) — C*(M,R)
em cada ponto p € M", como sendo:

tmg:o((PT Hess(f))( )) , re{0,---,n—1}
0 , r€Z\{0,--- ;n—1};

LT(f)(P) =

onde A € a sequnda forma fundamental associada a um campo vetorial normal unitdrio N
globalmente definido.

Esse operador foi introduzido por Cheng e Yau (Veja [13]). Na literatura este operador

¢é chamado o operador L,. (Veja [5], [22])

. ~=n+1 . PO ‘y ~
Lema 3.3.1. Seja z: M" — M (¢) uma imersdo isométrica, entdo temos que

trago (u —— VP, ¢;) = trago (u— V, ¢€;),

onde {e;} para i =1,2,...,n é um referencial ortonormal numa vizinhang¢a de um ponto
p fizado.

Demonstragao. Para todo u € T,M, temos

VPru €k = VZ;ZO(—I)jST_jAju €k,

T

= Z(_l)jsrfjv(Aju) €k,

J=0

n
como u € T,M, entao u = E a;e;, assim
i=1
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T

VPru € = Z(_l)jsrfjv(Aj S age;) €k,
=0

= Y (1S Vi ey €k
=0
mas Ale; = \Je;, entdo

VPru €k = Z(_l)jST_jv(Z;Lzl airile;) €k

0

.
= |l

— (_1)jsrszai)\ijvei €k

=0 =1

.

como V., e, = 0, entao
Vpru €L = 0.

Portanto,
trago (u —— Vp., €) =0.

Logo nossa Proposicao ¢ equivalente a mostrar que
traco (u — V, P, ¢;) = 0.

Portanto,
trago (u —— V, P, ¢;) = traco (u — Vp., €)

0

trago (u — VP, ¢;) = 0.
Por outro lado P, = S, I — P,_1 A, entao

trago (u — VP, ¢;) =0

0

trago (u+—— V(S 1 — P._1A)e;) =0

|}
trago (u —— V,S,€;) = trago (u — V., P,._1Ae;).

De onde temos as seguintes equivaléncias:
trago (u — VP, €;) = trago (u—— Vp, €;) (I)

0
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traco (u+— V, P, e;) =0 (I1)

)
traco (u +— V,S,e;) = trago (u — V,P._14e;). (II1)

A prova do nosso Lema serd feita por inducao.

(i) Vejamos o caso r = 1 e para esté caso provaremos a identidade (I11).
Para r = 1, devemos mostrar que

n

trago (u — V,S1e, = trago (u — V, Aep) = Z (€;, Ve, Aey)

=1

Como e; diagonaliza a segunda forma fundamental (isto é, Ae; = \e;), o fato do
referencial ser geodésico e usando a equagao de codazzi, temos que:

n

traco (u+— V,Aer) = > (e, Ve, Aer)
=1

= Z (€i, Ve, Ae;)
i=1

= Z <€Z’, Vek/\iei> s
i=1

= Z (€is \iVe i +ep(Ni)es)
i=1

= Z (€is \iVe, €i) + Z (eiser(Ni)es)
i=1 i=1
=0+ (e en(Mer)
i=1

n

= > () (i)

i=1

= Z (grad A\, ex) ,

i=1
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trago (u —— V,Aey) = <grad (Z Ai)s ek> ,

=1
= (grad (1), ex) ,
= €k<51)-
Por outro lado,
traco (u — V,Siex) = (ei, Ve, Sier)
i=1

= Z (€, S1Ve,er + €:(Sh)ex) ,

= Z <€ia Slveiek> + Z <€i, ei(81)6k> ,

i=1 =1

=0+ <€i,€i(31)6k> )

Il
)
S
—
N
~
N—
T~
)
S
@)
ol
T

Isto mostra que

trago (u — V,S1ep = trago (u — V, Aeg).

(ii) vamos supor que vale para r — 1, isto significa que as identidades (1), (I1) e (III)
sao todas validas para r — 1.

(i) Vamos mostrar que vale para r.
Vamos verificar que vale para a identidade (I17). Por um lado,

n

tra(;o (U — VuSrek) = Z <6ia veiSrek:> ’

i=1

mas (V,,S.)er = Ve, Srer, — S Ve, ex.

Por ser referencial gedésico V.. e, = 0, entao

(Vei Sr)ek = Vei Srek.
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Dai,

trago (u — V,Syer) = Z ei, (Ve,Sr)ex),

Z(VQS ) <€i7 ek) )

i=1
:V S <6k,6k>,
= V.S,

Falta mostrar que

trago (u — V,P._1Ae;) = V,, S,

€k

Mas,

n

trago (u — V,Pr_1Ae;) = Z (€i, Ve, Pr_1Aey) ,

i=1
como nossa identidade (I) é valida para r — 1, temos que

n n n

Z (€i, Ve, Pr_1Aey) = Z <el, Ve 161Aek> Z (€;, Pr_1Ve, Aey) .

=1 =1 =1

Por ser um referencial geodésico e usando codazzi temos que

n n

Z <€i7 Pr_lveiA€k> == Z <6i, Pr_lvekA€i> .

i=1 i=1

Assim,
n

trago (u — V,Pr_1Aeg) = Z (€, Pr_1 V., Aey)
i=1
onde nos resta mostrar que

n
Z <6i7 Pr—lvekAei> = Veksr)
i=1
como P,_; é auto-adjunto, entao

n n

Z <€i, Pr—lvekAei> == Z <Pr—lei7 vekAei> s

i=1 i=1

34



mas P,_1e; = S,_1(A;)e; e A; = \je;, entao

n n

Z <Pr71€i7 VekAei> = Z <Sr71<Ai)ei7 Vek)\iei> = Z Srfl(Ai) <€i7 vek)\iei> )
i=1

i=1 i=1

mas (Ve A\i)e; = Ve, ies — A Ve, e

Por ser referencial geodésico V., e; = 0, entao

(Vek )\Z)GZ = Vek )\Zel

Dai,

n n

Z (61', Pr—lvekAei> = Z Sr—l(Ai) (61‘, (Vek/\i)ei> )

=1 =1
n

:Z&wﬁmwwm%

=) S 1(A) (Ve M),
i=1
= V.S
Assim, fica provado o nosso Lema.
[ |
Proposicao 3.3.1. Seja x : M" — Mnﬂ(c) uma tmersao isométrica, entao temos que
traco (u —— VP, v) = trago (u — V., v),

onde u e v sao campos diferenciais em M.

Demonstracao. Ja que nosso Lema é verdadeiro para um e vejamos que ele é valido para
um Aeg, assim pela propriedade das conexoes,

Vpru/\ek = /\Vpruek + (Pru)()\)ek,
de onde,

traco (u +—— Vp, () Aex) = trago (u — AVp,,er + (Pou)(N)er),
= trago (u —— AVp,er) + trago (u — (Pou)(A

>
s L
Eod ~—
N—

= A trago (u — Vp.ex) + traco (u — (Pu)(

pelo Lema anterior, temos
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traco (u —— Vp, () Aep) =\ traco (u — V, Prey) + traco (u — (Pru)(N)ey),
= trago (u — AV, Pee;) + traco (u — (Pou)(N)eg),

mas por definicao,

3

trago (u — (Pau)(N)ey) = (ei, (Preg)(Nex)

1

)

NE

<6ia <grad )\7 Pr€i> 6k> :

=1

Mas P.e; = S,.(A;)e;, entao

trago (u — (Pau)(N)ey) = (e;, (grad A, S,(A;)e;) ex)

1

2

<e’i’ ST(Al) <gra’d >\7 6i> €k> )

\E

1

(2

\E

<ST<Ai>ei7 <gra‘d /\7 €i> ek) )

1

(2

\E

(Pre;, (grad A, e;) ex) ,
1

(2

por ser P, auto-adjunto, temos

n

trago (u+— (Pou)(Ney) = Z (e;, (grad A, e;) Preg) ,
i=1
= (ei,ei(AN) Prey)
=1

i=

= trago (u — u(\)P.ey,).
Assim, temos que
traco (u —— Vp () Aeg) = traco (u — AV, P.ey) + traco (u — u(\)Pey),

= traco (u — V, ADP.ey),
= trago (u — V, P.(Aey)).

n

Finalmente para cada v € T,M temos que v = E a;e;, assim
i=1
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trago (u — Vp., v) = traco (u — Vp., Zaiei),
i=1

n
= Ztrago (u — Vp., aie;),

i=1

= Ztra@o (u — Vy P(ae;)),

=1

= trago (u+— V, Z P, (aie;)),

i=1

= trago (u — V, P’”(Z aie;)),
i=1
= trago (u — V,, Pv).

Quando a variedade ambiente é uma forma espacial M(c) simplesmente conexa com
curvatura seccional constante ¢, provaremos que L,(f) = div (P, grad f):

Teorema 3.3.1. Sejam M"™ uma variedade orientdvel conezxa e diferenciavel e x : M"™ —
~—=n-+1 . ~ . - , . .
M (¢) uma imersao isométrica. Para qualquer nimero inteiro r € [0,n — 1] e qualquer

funcgao f € D(M), tem-se

L,(f)p = div, ((P,, gradﬂ{(f))(p)) Vp € M,

onde A € a sequnda forma fundamental associada a um campo vetorial normal unitdrio N
globalmente definido.

Demonstracao.

L.(f) = traco (P, Hessf)
— Z (i, P. Hessfe;)
=1
= {es, Pu(Ve, grad f))
=1
=> (P, Ve, grad f)

=1

= (S:(A)e;, Ve, grad f)
i=1
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= Z <€Z', ST(Ai)Ve,- grad f>
=1

= Z <€i7 VS,.(Ai)ei grad f>
=1

= (€, V., grad f)

i=1
= traco (u — Vp., grad f)

pela Proposicao 3.3.1, temos que

= traco (u — V, P.grad f)
= div (P, grad f).

Observamos que
Lo(f) = trago (Py Hessf) = traco (Hessf) = Af.
Podemos considerar L, como uma extensao do Laplaciano.

Lema 3.3.2. ([5]) Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensao n, compacta e sem
. ~an+1 . ~ . oy
bordo. Considere x : M" — M (¢) uma imersao isométrica de M em uma forma

espacial de dimensao n+ 1 e curvatura seccional ¢, entao

/Lr(f)dM =0, VfeDM); (3.2)
M
e
/fLr(g)dM = — /(Prgmd f,grad g)dM, Vf g€ D(M). (3.3)
M M
Demonstracao.

/ Lo(f)dM = / div (P, grad f)dM,

M M

a igualdade (3.2) segue-se diretamente do Teorema da Divergéncia.

/fL,.(g)dM = /f div (P, grad g)dM
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de f div (X) = div (fX) — (grad f, X) segue-se que

/fL,,(g)dM = /{ div (fP, grad g) — (grad f, P, grad g)}dM,
M M

pelo Teorema da Divergéncia

[ Lt == [ (grad 1.7, grad g)an
M M

como P, é auto-adjunto
/fLr(g)dM = — / (P, grad f,grad g) dM.
M M

Observagao 3.3.1. O Lema 3.3.2 também € vdlido quando M nao for compacta, porém
f tem suporte compacto.

Proposicao 3.3.2. Considere M"™ uma variedade orientdvel conexa e diferencidvel e x :
~=n+1

M" - M uma imersao isométrica, se {ey, e, -+ ,e,} € um referencial geodésico num
ponto p € M, entao

L(f)w = Z (Hessf)(p) (ei, €5) (Prei, €j>p
1,3
Demonstracao. Por definicao

L,(f)@p) = trago (P, Hessf)y
= Z (P. Hessf e, ei>p

= Z <H688f €i, P’r'ei>p
= Z (Ve, grad f, Pre;),

mas grad f = Zej(f)ej

i

:Z<v€i 4 ej(f)€j7prei>

p

= (Veei(f)es, Bei),

ihj

=D eVt +eiles(N))es, Pre,

ihj
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mas como o referencial é geodésico V,e; = 0, assim

=3 eles (F))ey. Pre),
2%
mas sabemos que Hessfp(ei, ej) = ei(ej(f))

= Z (Hessf)(p) (eis e5) (Preéi, €j>p'

,J
Temos o seguinte Teorema:

Teorema 3.3.2. Sejaxr : M" — Mnﬂ(c) uma hipersuperficie com campo vetorial normal
unitdrio N. Assim, temos que

L.(z) =(r+1)S; 11N —c(n —r)S,x,

e

L.(N)=—grad (S;+1) — (515,11 — (r +2)S,42)N + c(r + 1) S, 112 (3.4)
Demonstragdo. Vejamos o caso ¢ = 0, neste caso z : M" — R""! ¢ uma imersio
isométrica com campo vetorial normal unitario N. Seja {ey, es, ..., €,+1} uma base ortonor-

mal em R"*! tangente a M numa vizinhanca de um ponto p € M.
Dado p € M, podemos observar que z(p) € R*™! entao z(p) = Z ey
k

Assim, (x(p), e;) = Zak (ek,€;) = Zak(Ski = .
k k

LOgO, Q; = <ZE(p)7 €i>‘
Desse modo, z(p) fica escrito em coordenas na base {ej, e, ..., €,41} como:

z(p) = ((x(p), e1), (@(p), ea) , ..., (x(p), ens1))

isto é,
r=({x,e1),(r,e2),...,{x, €n11)).
Para cada 1 < i <n+ 1, definamos f; := (z,¢;).
Assim,

(grad f17X> :X<fi)7
:<ei7X>+<vX€i7X>, VX eTM,
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mas Vxe; = 0, entao

{grad fi, X) = (e;, X)
= <6iT + €Z‘L,X>
= (&', X) + (e X)

mas (e;-, X) = 0, entdo

(grad f;, X) =(e;",X), VX € TM.

Portanto,

grad fz = 62'—'—.
Como

M" —s R"
Temos,

R™! = T,M & [N].

Sendo e; = ¢; ' + ;N e e; = ¢; | + ¢; -, temos que
e = wlN.
Desse modo,
(e, Ny ={e;",N) + p; (N, N).
Logo,
i = (e;, N).
Portanto,
eim = {e;, N) N.
De modo que
e; =e;' + (e;, N) N.
Assim,
grad f; =e; — (e;, N) N.
Por outro lado, sabemos que V X, Y € TM

Hess fi(X,Y) =(Vxgrad f,Y).
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Substituindo (3.5) em (3.6), temos que
Hess fi(X,Y) =(Vx(e; — {e;, N)N),Y)
=(Vxe,Y) = (Vx(e;, N)N,Y)
mas V ye; = 0, entao

=—(Vx (e;, NYN,Y)

Definamos g; := (e;, N), Vi=1,2,...,n+ 1, entao
Hess fi(X,Y)=—(Vx ¢;N,Y)
=—(9:VxN + X(g;)N,Y)
=—g;(VxN,Y) — X(g;) (N,Y)
mas (N,Y) = 0, entao
=—g;(VxN,Y)
=g ((VxN) + (VxN) ", Y)

o (@07 (@) )

mas <(vXN)l ,Y> = 0, entao

=g <— (vXN)T,Y>
=g (AX)Y),

onde A é a segunda forma fundamental da imersao z.
Logo,

Hess fi(X,Y)=¢; (AX,Y), VX, Y € TM.

Agora seja {Ey, Es, . .., E,} um referencial geodésico no ponto p € M que diagonaliza
o operador A.
Portanto,

Hess fi(Ey, By) = g; (AEy, Ey) .

Pela Proposicao 3.3.2, temos que

Lo(f:)@ =Y _ (Hess i), (Ex, E) (P Ey, E),

k.l

k.l
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como AEy = M\ Ey e pelo item (a) da Proposigao 3.2.1, segue-se que

=i (MEy, Er) (S: (A0 Er, ),
ol

=0 Y MSe(Ap)(Ex, E1)®,

k,l

= i Z Sy (A1) Sk

_gzz)\k

pelo item (d) da Proposigao 3.2.1, segue-se que
= g; trago(AP,)
mas do item (c) da Proposicao 3.2.1, temos que
=g; (r+1)S11
onde g; := {(e;, N), entao

L (fi) ) =(r +1)Sr41 (ei, N) .
Observe que
T =fie1 + foea + o+ fur1€ng1.
Assim,

Lo(v) := Ly(fi)er + Lo (f2)ea + - + Le(fuy1)enta
= (r+1)Sy (e, Nyer+ (r+1)S,41 (e, N)eg + - -+ (r + 1)S,11€n41 {€ns1, N)
= (r+1)Sra {(er, N) er + (e2, N) e2 + - - + (€41, N) €nsa }
= (r+1)S,1 V.

Analogamente,
(grad g;, X) =X (gs),
=X((ei, N))
= <vX€i=N> + <€z‘,vXN> , VX eTM,
mas Vxe; = 0, entdo
== <€i,va>
= (e, (VxN) "+ (VxN)*)

= (ei, (VxN) ") + (e (TxN) )
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mas <ei, (7XN)L> = 0, entao

= <67;7 —AX>
— <€7;—r + eil, AX>
=— (&', AX) — (e;", AX)

mas <eﬁ, AX> = 0, entao
— <€Z'T, AX>

:<—A€iT,X>
(grad g;, X) = <—AeiT,X> , VX eTM.

Portanto,
grad ¢; = — Ae; .

Por outro lado, sabemos que V X, Y € TM

Hess g;(X,Y) = <VX grad gi,Y>.

Substituindo (3.7) em (3.8), temos que

Hess g;(X,Y) =(Vx(—Ae;"),Y)

= — <VX(AeZ-T), Y> .

Assim,
Hess g;(X,Y) =— <(VXA) e;' + A (Vxef) ,Y> ,
usando codazzi, temos que

=~ ((Ver A) X + A(Vxe;'),Y)
= (Vo A) X, Y) = (A(Vxe:"),Y)

mas e; = ¢; ' + (e;, N) N, entao

Hess gi(X, Y) omA) X,Y) — (AVx (e; — (&;, N)

(T)
4|

4|

(V.. 4) N).Y)

— (V. 74) X,Y) — (AVxe; — AVx (e;, N) N,Y)
—((Vo,7A) X, Y) — (AVxe;,Y) + (AVx(g:N),Y)
—((VomA) X,Y) — (AVxe;,Y) + (¢:VxN + X(g;) N, AY)
~ (Ve 4)

e TA X7Y> - <AvXei7Y> + gi <vXN7 AY> +X(gl) <N7 AY>
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como (N, AY) =0 e Vxe; = 0, entdo

=— (V7 A) X, V) + g; (VxN,AY)
mas VxN = (VxN)' + (VxN)", entiio

=~ ((Ver ) X, V) + . ((VxN) "+ (VxN) ", AY)

=~ {(Ver A) X, V) +0:((VxN) T, AY ) + g, ((VxN)*, AY)
como <(VXN)L ,AY> — 0, entdio

=~ ((Ver A) X,Y) +0:((VxN) T, AY)

mas (vXN)T = —AX, entao

Hess g;(X,Y) = — ((V.,7A) X,Y) — g; (AX, AY).

Pela Proposicdo 3.3.2, temos que
Lo(9:) ) —Z (Hess g;) ) (B, 1) (P, Ex, Ey),
_Z V.. A) Ey, E) — g; (AEy, AE)) (P, Ey, Ey),
:_Z< Ve,rA) Ey, E) (PE, E), — ;Y (A*Ey, B) (P, Ey, ),
k,l

— Z( Ve A) By, Ey) S, (Ap)(Ey, ), g,ZAk ) {(En, E1),’
:_Z< V.t A) By, B) S, (Ay)on — gZZAk (Ag)ort
:_Z< V..mA) By, Ei) S (Ar) gZZAk +(Ar)

pelo item (f) da Proposigio 3.2.1, segue-se que
S Z( S.(Ay)Ey, Ey,) — g; trago(A*P,)

:_Z< V.7 A) P.Ey, ) — g; trago(A*P,)

=— trago (Pr (Ve;A)) — g; traco(A*P,)
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mas do item (e) da Proposicao 3.2.1, temos que

Ly (9:) ) = — (grad (Sp41), €1) = (515711 — (1 4 2)Sp42) (€3, N) -
Observe que
N =gie1 + gaea + - -+ + Gnyi1€n41.
Assim,

L,(N):= L.(g1)e1 + Ly(g92)e2 + - - + Ly (Gn41)ent1
= (— (grad (Si+1),€1) = (518,41 — (1 +2)S,42) (€1, N)) €1 + - -+ + (= (grad (Sy41), €ns1)
(51541 = (r +2)S,42) (ent1, N)) €ns
= —(grad (Sry1),e1)er — -+ — (grad (S41), €ns1) €nt1
= (51841 = (r +2)Sr42) (€1, Ny er — -+ = (S15r41 — (1 + 2)Sr42) (€ns1, N) €nt1
= —grad (Sp41) — (515,11 — (1 +2)Sp2) {{er, Ny er + - + (eng1, N) enia }
= —grad (Sy41) — (S15r41 — (1 + 2)S,42)N.

. ~r it , . ~ . r
Vejamos o caso ¢ # 0, neste caso  : M" — M (¢) é uma imersdo isométrica

com campo vetorial normal unitério N, onde MnH(C) = hemisfério de S"*(1) C R"*?

ou Mn+1(c) = H""'(—1) € R,"™. Seja {e1,€a,...,6€,42} uma base ortonormal em R"+?

tangente a M numa vizinhanca de um ponto p € M.
Analogamente ao que foi feito no caso ¢ = 0, temos que

(grad f17X> :X<fi)7
= (e, X) + (Vxe;, X), VX € TM,

mas Vxe; = 0, entao

(grad f;, X) = (ei, X)
= <€iT + 67;J_, X>
= (e, X) + (e, X)

mas <eﬁ,X> = 0, entao
(grad f;, X) =(e;",X), VX € TM.

Portanto,

Como



Temos,
R"? = T,M & [N] @ [].

Sendo e; = ¢, + N + iz ee; =e;| + e, temos que
T =N+ B
Desse modo,

(e, Ny ={e;",N) + 7 (N,N) + 3 (z,N) .

Logo,
v = (e;, N) .
De modo analogo,
(i, 2) = (e x) +7: (N, z) + B; (2, 2).
Logo,
Bi = c.{e;, ).
Portanto,

et = (ei, N) N + c. (e;, ) .

De modo que

ei=¢; +{e;, NYN +c. (e, x) .
Assim,

grad f; =e; — (e;, N) N — c. {e;, x) . (3.9)

Por outro lado, sabemos que V X, Y € TM

Hess fi(X,Y) =(Vxgrad f,Y). (3.10)
Substituindo (3.9) em (3.10), temos que

Hess fi(X,Y) =(Vx(e; — {e;, N) N —c.{¢;,z) x),Y)
= <7X6Z~, Y> — <7X (e;, N) N, Y> —c. <7X (e;,x) x, Y>
mas V ye; = 0, entao

—(Vx (e, N)N,Y) —c.(Vx (e, z)x,Y).
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Como g; := (e;, N) e fi :=={e;,x), Vi=1,2,...,n+ 2, entdo
Hess fi(X,Y)=—(VxgN,Y)—c.(Vxfix,Y)
—{(g;VxN + X(g:)N,Y) —c.{fiVxz + X(f;)z,Y)
=— g (VxN,Y) — X(g;) (N,Y) — . [; (Vxz,Y) — . X(f;) (z,Y)
mas (N,Y) =0 = (z,Y), entéo
=— g (VxN,Y) —c.fi (X)Y)
=y <(?XN)T + (VxN)* ,Y> — e fi (X,Y)
S— {<(VXN)T ,Y> + <(VXN)L,Y>} — i (X,Y)
mas <(ﬁXN)L ,Y> — 0, entdo

S, <(VXN)T ,Y> — e fi(X,Y)
=g (AX,)Y) —c.fi (X)Y),

onde A é a segunda forma fundamental da imersao x.

Logo,
Hess fi(X,)Y) =g (AX,)Y) —c.f; (X|)Y), VXY € TM.
Agora seja {Ey, Es, ..., E,, E,1 = N, E, o =z} um referencial geodésico no ponto
p € M que diagonaliza o operador A.
Portanto,

Hess fi(Ey, E)) = ¢g; (AEy, Ey) — c.f; (Ex, Ey) .

Pela Proposicao 3.3.2, temos que

L(f:) = _ (Hess f), (Bx. B) (P By, By),

k.l

= (0 (AB, B) = e.fi (B, ) (P By, B,
k,l

como AEy, = M\ E) e pelo item (a) da Proposigao 3.2.1, segue-se que

=Yi Z (AEk, Er) (Sr(Ax) Ex, El>p —c.fi Z (Ex, E1) (S, (Ar) Bk, El>p
k,l k,l

= Yi Z MRSy (Ar) (B, El>2p —c.f; Z Sy (Ax)(Ef, El>2p

=9 Z ASi( Ak)5kl —cfi Z Sy Ak Op”

—gzZAkS (Ar) —cfZZS (Ar)
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pelo item (d) da Proposigao 3.2.1, segue-se que
= g; traco(AP,) — c.f; trago(P,)
mas do item (b) e (c¢) da Proposic¢ao 3.2.1, temos que
=g, (r+1)S.41 —c.filn—r)Sr
onde g; == (e;, N) e e f; := (e;, x), entao
Lo (fi) ) =(r + 1)Sp41 (eis N) — c(n —1)Sr (e;, ) .
Observe que

x =fire1 + foeo + -+ frnis€nio.

Assim,
LT‘('T) = Lr(fl)el + Lr(f2)€2 +F Lr(fn+2)en+2
= (7’ + ]->S7"+1 <61, N> er+---+ (T + 1)Sr+1 <6n+2, N> €ni2
—c(n—r)Sr{e,x)ye; — - —c(n —1r)Sr{ent2, T) €nia
= (r+ 1S {(er, N) er + -+ + (ens2, N) €nia2}
—c(n—r)Sr{{er,z)e; — -+ — (€nt2,X) €nia}
= (r+1)S,:1N —c¢(n —r)Srz.
Analogamente,
(grad g;, X) =X(g;),
=X ({ei, N))

=(Vxei,N) + (e, VxN), VX € TM,

mas Vxe; = 0, entao

mas <ei, (WXN)L> = 0, entao

= <6i7 —AX>
= — <€Z'—r + eﬁ, AX>
=—(e;", AX) — (e;", AX)
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mas <eﬁ,AX> = 0, entao

- <€Z'T,AX>
:<—A6iT,X>
(grad g;, X) = <—AeiT,X> , VX e TM.

Portanto,
grad g; = — Ae; . (3.11)
Por outro lado, sabemos que V X, Y € TM
Hess g;(X,Y) =(Vxgrad ¢;,Y). (3.12)
Substituindo (3.11) em (3.12), temos que
Hess ¢;(X,Y) = <vx(—AeiT),Y>
=—(Vx(4¢;"),Y).

Assim,
Hess ¢;(X,Y) = — <(vXA) e, +A (vxe;) ,Y> ,
usando codazzi, temos que

= ((Vor A) X + A (Vxe,T),Y)
— — (V.7 A) X, Y) = (A (Vxe, ), Y)

mas e; = ¢; ' + (e;, N) N + c. (e;, ¥) x, entao

Hess g;(X,Y) V. A)X,Y) - (AVx (e; — {e;, N) N —c. (e;,z) ), Y)
ve TA) X,Y> <AvxeZ AV (e;, NY N — AV xc. (e;, ) m, Y>
V.7 A) X,Y) = (AVxe;, V) + (AVx(g:N), V) + . (AVx(fiz), V)
(Ve mA) X,Y) — (AVxe;,Y) + (g;VxN + X(g;)N, AY)
+c. <f1VXx + X (fi)z, AY>
= —((VomA) X,Y) — (AVxe;,Y) + g; (VxN, AY) + X (g;) (N, AY)
+ e fi (X, AY) + e X(fy) (z, AY)

€;

-
=
=
-

como (N, AY) = 0= (z, AY) e Vxe; = 0, entdo

Hess g;(X,Y) == (V.7 A) X, Y) 4+ ¢; (VxN,AY ) + c.f; (X, AY)
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mas VyN = (vXN)T + (vXN)L, entao
= (Ver A) X,Y) 49 (TxN) |+ (TxN) LAY ) 4. (X, AY)
=~ (Ve ) X,Y) + g ((TxN) 1, AY )+, ((VxN) T AY ) 4 c.fi (X, AY)

como <(vXN)L ,AY> =0, entao
=~ (Ve A) X, ¥) + i ((VxN) LAY ) 4 . fi (X, AY)

mas (vXN)T = —AX, entao
Hess g;(X,Y) == ((V.,7A) X,Y) — g; (AX, AY) + c.f; (X, AY) .

Pela Proposicao 3.3.2, temos que

Lo(91) ) :Z (Hess gi),) (Bx, EY) (PrEx, EY),
_Z V. A) By, E) — g (AEp, AB) + c.f; (Ey, AE)) (P.Ey, By),
:_Z< Ve A) B, B) (PE, ), — g (A*Ey, B) (P.Ey, By),
k

+efi Z (AEy, E) (P,E}, E)),

:_Z< Ve.rA) By, By) S, (Ar)(Ey, ), g,Z)\k ) {(Er, B,
—i—cle)\k Ek,Ez>

:_Z< Ve A) B, By Sp(Ar)o — gZZAk r(Ark)ou”
—i—csz)\k (Ap)ow”

:_Z V.. A) Ey, Ey) Sy(Ay) —gzZAk (Ap) +cszAkS (Ar)

pelo item (d) e (f) da Proposicao 3.2.1, segue-se que

- Z< Sy(Ay) Bk, Ek> gi traco(A*P,) + c.f; traco(AP,)
=— Z< TA P.E;, Ek> gi traco(A?P,) + c.f; traco(AP,)

=— trago (P, (V.7 A)) — g; traco(A*P,) + c. f; trago(AP,)
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mas do item (c) e (e) da Proposigao 3.2.1, temos que

= — (grad (Sy41),€:) = (S1.8r41 — (1 +2)Sp42) (€, N) + c.(r +1)S,41 (i, 7)
Observe que

N =gi€é1 + go€o + -+ gn+2€n+2-

L,(N) = Li(g1)e1 + Lr(g2)e2 + -+ - + Ly (gn+2)€ns2

= (= (grad (S;41), €1) — (515041 — (1 4 2)Sp42) (e, N)
+e.(r+1)S,4q (er,x)) er + - - + (— (grad (Sy41), €nta)
— (518,41 — (1 +2)S42) (€nya, Ny + c.(r + 1)S,41 (€1, ) €pya

= —(grad (Sr41),e1)er — -+ — (grad (Sr41), €ny2) €ny2
— (81841 — (r +2)Srp2) {{e1, N) €1 + -+ - + (ens2, N) €nia}
+c.(r+1)Se {{er,x)er + -+ + (eni2, T) €niat

= —grad (S;41) — (81541 — (r +2)S42)N + c.(r +1)S, 1.

Para uma hipersuperficie M em R""! tomando f = (z, N) e g = % |a:]2 no Lema 3.3.2,
obtemos a seguinte Proposicao:

Proposicao 3.3.3. Seja x : M™ — R wma hipersuperficie com campo vetorial normal
unitario N. Assim, temos que

/(m, NY{(n = 1)S, + (4 1) S 41 (2, N)} dM = /<PTA95T,J:T> dM,
M M
onde x" denota a componente tangente de x.

Demonstracao. Consideremos {ey, ..., e,} como sendo um referencial geodésico num ponto
p € M. Definamos f = (z,N) e g = 3 |z|°. Entio

() = el (r,2) = (Vo) + (2, Vo))
= <veix,x> = (dz(e;), x)
= (e;, ).

Por outro lado,

9i; = ejlei(g)) = e;({eix)) = <vej€w$> + <€i7veﬂ">’
- <v€jei7x> + (e, da(ey)) = <vejei7x> + (e, ¢5);
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mas vejei = Ve + <vejei, N> N. De onde,
gij = <Vej€i + <vej€i, N> N,$> + 5ij ;
por ser o referencial geodésico, segue-se que:

= <<vej€i,N> N,.CE> +(5ij>
= <ve]-€i7N> <N7 ZL‘) + 52']"
9ij = hij |+ 0ij.

Por outro lado, da defini¢ao de f = (z, N) temos que:

(grad f,e;) =ei(f) = ei((x, N));
= <vei:p, N> + <x,veiN> ,
= (dz(e;), N) + (z,V,N),
— (2, VN

mas VeiN = —Ae; + VjiN = —Ae;. Entao,
(grad f,e;) = — (x, Ae;) ;

decompondo z, restrito a M, em uma componente z' tangente a M e uma componente

21 normal a M temos

(grad f,e;) = — <xT,Aei> — <xL,Aei> = — <$T,Aei> :
por ser A auto adjunta

(grad f,e;) =(—Az",¢;).
Portanto,

grad f =— Az .
De forma analoga,
(grad g, e;) = ei(g);

mas demostramos que e;(g) = (e;, ). Assim,

<grad g7ei> = <xT + xlu ei> = <IT7€7Z> .
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Logo,

grad g =z .

Por outro lado, por definicao

L,g =traco (P, Hess g) = Y (P)ij gis
ij=1
substituindo g;; por h;; f + d;; temos que
=Y (P)ij(his f +6i5)

ij=1

= Z (Pr)z]hljf + Z (PT>U5U

ij=1 ij=1

=1 > (Pihij+ > (P

ij=1 ij=1

=f trago (P, A) + trago (F,).

Pela Prop. 3.2.1, temos que
L.g= f(r+1)S41+ (n—r)S,

lembrando que f = (z, N), finalmente obtemos

=(z,N)(r+1)S,41+ (n —1r)S,.

Ja que grad f = —Az" e grad g = 2", segue-se imediatamente do Lema 3.3.2 que

/(m, NY{(n = 1)S, + (4 1) S 41 (2, N)} dM = /<PTAxT,xT> M.

3.3.1 Elipticidade dos operadores L,

Proposicao 3.3.4. Sejam M"™ uma variedade conexa e diferencidvel e x : M™ — Mn+1(c)

. ~ . , . ~—=n+1 , . s ’ .
uma imersao isométrica, onde M~ (c) € de curvatura seccional constante c. L, € eliptico
se, e somente se, P. é definido positivo, isto €, S,(A;) >0V i=1,2,...,n— 1.
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Demonstracao. Fazendo uso de um sistema de coordenadas locais, verificaremos que o
operador L, é eliptico, para isto, seja ¢ : U C M" — R" um sistema de coordenadas
locais na vizinhanca de um ponto p € M.

Denotemos por — os campos coordenados a ¢.

81‘1 61'2 ...... s 8_%
Definamos
o _ /9 9
Jig = 8[Ei’ 81‘]'
G = (gij)
G= (gij) )

Consideremos um campo vetorial diferenciavel X definido em M, usando as coorde-
nadas locais dadas acima, podemos representar X nestas coordenadas como:

; 0
X:zi:xﬁxi’

e prova-se que o divergente deste campo X, no sistema de coordenadas dado, é dado
por (veja a pagina 151 de [12])

div (X) = (z@) . (3.13)

1 0
Vdet G Z Ox;

Por outro lado consideremos uma funcao diferenciavel f : M — R. Podemos provar
que o gradiente de f neste sistema de coordenadas é dado por

0
grad f = gfk%

o Of
_ E k
onde fk = ' g] 8_%

Por outro lado

( a:cj) Z @] T (3.14)
Assim,

Py(grad [) = <Z figy )
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como P, é um operador linear, entao

pa 0= £4(5 ()
o)
= zl: (EJ: f; @j) a%‘ (3.15)

Quando M estd isometricamente imersa em uma forma espacial, vimos no Teorema
3.3.1 que:

L.(f) = div (P, grad f),

usando 3.15 em 3.13 temos que

Lr(f) _\/ﬁz% [(Z fJ ﬂw) det G

Mas,

oOx. [(Zf] ﬁzg) det G
De modo que
_Zi Zf‘ﬁ“ +;22f.@.i(\/m)
= - axz ; J M m i - J Zjal’i

0 1 P
:%:%(fj 5ij)+m%:fj ﬁija_xi (M)

Desconsiderando todos os termos que nao contém derivadas de segunda ordem, temos
que a parte principal do operador L, é dada por

0
> 5. i B
g "

A elipticidade do operador L, é dada pela sua parte principal.
Mas,

Vdet G

(Z ; @]) T <; ; ﬁij> (%m) |

af; 90

8[1'}2' ’

0
a_xi (f] ﬁz]) ﬁ’b]a fj
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Assim,

0 0 0 zg
Za_xij 6@] Zﬁlj f]+2fj ﬁ

0
Lembrando que f; = E gkja—f, temos
T
k

0 D) o8,
Za_%(fjﬁij)ZZ@ja_% (Z kj )""ng B;
| = | Of 9g% 4 05
_%ﬁij; |:85L'k ox; +g° O 03:J szJ :

j agkj af Iy
— kI Y

1,5,k 1,5,k

De onde L, ¢ eliptico se, e somente se, a matriz A = (Z Bir ¢’ k) for definida
k ij
positiva.
Observe que A = BG™!, onde B := (f3;).
Logo, L, é eliptico se, e somente se, BG~! for definida positiva.
Por outro lado, P, serd semidefinido positivo se, e somente se, (P,W, W) > 0 para todo
campo W. Mas para um campo W qualquer fixado, podemos escreve-16 em coordenadas

locais como:
-0
W = ¢ )

Assim,

o= (245 )
- 2 P n)

Mas de (3.14) temos que:

(P.W, W) Z”J<Zﬂmak 8:c>
; )
Z”ﬂ’“<ak ax3>

1,7,k

= > gy

i?j)k
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De modo que a matriz associada a forma quadratica associada a P,. Assim a forma
quadratica (P.W, W) associada a P, tem a seguinte matriz

= (e

Observe que D = BTG, onde B := (3;;).

Logo, P, é eliptico se, e somente se, B'G for definida positiva.

Vejamos que BG™' é definida positivo <= BTG é definida positivo. Com efeito,
(BTGW,W) >0, YW <= (GW,BW) >0, YW <= (GW,BG~(GW)) >0, VIV <>
(Z, BG™'Z) >0, VZ.

Portanto B'G > 0 < BG~! > 0.

Logo L,(f) é eliptico <= P, é definido positivo.

ij

3.3.2 Elipticidade dos operadores L,

Vamos definir um operador L, por

S’/‘-l-
S1

Lo(f) = Lo(f) = ===Af, S #0.

Podemos ver que

L) = Lo(f) = 2o raco (Hessf)

s,
= trago (P,Hessf) — S+1 trago (Hessf)
1

s,
= traco (P,Hessf — S+1 Hessf)
1

= trago [(P,, — Sri1 I) Hessf] .
S

Proposicao 3.3.5. Sejam M" uma variedade conexa e diferenciavel e x : M"™ — Mn+1(c)

. ~ . Ly n+1 . . .
uma imersao isométrica, onde M~ (c) € de curvatura seccional constante c. Considerando

STJrl

que ¢ constante temos que L, € eliptico se, e somente se, os valores proprios de

1

Sr—i—l

1

P, —

1 sao positivos.

Demonstracao. Temos que

L.(f) = traco (P,Hessf) — Sgrl Af, S1#0.

1
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Pela Proposicao 3.3.1, temos que

~ St

L,(f) = div (P, grad f) — SllAf,

mas Af = div (grad f),

L (f) = div (P, grad f)— 222 div (grad ),

1

mas div Sri1 grad f | = Sri1 div (grad f) + ( grad STH,grad 7y,
Sl Sl Sl

Sri1 div (grad f) = div Sri1 grad f | — ( grad Srﬂ,grad 1.
Sl Sl Sl

Logo

L.(f) = div (P, grad f) — div <S;+1 grad f) - <grad S;—:l,grad f>,

1

= div (PT grad f — 5;1 grad f) + <grad %,grad f>,
1

1
=div ( | P. — STHI grad f ] + ( grad STH, grad f ),
Sl Sl

r+1

S1

por hipotese é constante,

1

L,(f) = div ((Pr - Sglz) grad f> . (3.16)

Fazendo uso de um sistema de coordenadas locais, verificaremos que o operador L, é
eliptico, para isto, seja ¢ : U C M"™ — R" um sistema de coordenadas locais na vizinhanca
de um ponto p € M.

Denotemos por —, i, ...... , i os campos coordenados a ¢.
8371 al’g 8xn
Definamos
L e— 8 8
gm o 3xi’ 8xj
G = (gij)
Gt = (gY).
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Consideremos um campo vetorial diferenciavel X definido em M, usando as coorde-
nadas locais dadas acima, podemos representar X nestas coordenadas como:

; 0
X:Zi::caxi,

e prova-se que o divergente deste campo X, no sistema de coordenadas dado, ¢ dado
por (veja a pagina 151 de [12])

div (X) Vdet G) . (3.17)

1 0 ;
- vdet Gza_l'z (x

Por outro lado consideremos uma funcao diferenciavel f : M — R. Podemos provar
que o gradiente de f neste sistema de coordenadas é dado por

0
rad f = —,
g f ;fkﬁxk
o,
onte fo= 351
j J

Por outro lado

Sry1 2\ A
(P,, -5 I) (a—%) = zl:ﬁlj o (3.18)

Assim,
ST_H Sr—|—1 0
P. — 1 df)=(PF — I — |,
(=221 (e 1) = (- %) (Z e
como (PT — S;H 1 ) é um operador linear, entao
1

(r=Sger) o= (7 =55) (5))
= ij (213@3‘3%1) :
= zl: (Z fi @j) 8%1 (3.19)

Quando M estd isometricamente imersa em uma forma espacial, vimos em 3.16 que:

L.(f) = div ((Pr — STHI) grad f) ,
Si
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usando 3.15 em 3.13 temos que

) = i Y (209 ) Vo)

Mas,

(S0 0

De modo que
0 1 O (i G
:Zﬁ_xz <ij ﬁij) +m22fj ﬁijﬁ_xi( det G)
0 1 5
:izja_%‘(fj ﬁij)+m;fj @'ja—xi (M)

Vdet G

(Z ; @]) T (ZJ: ; @-J) (%m) |

Desconsiderando todos os termos que nao contém derivadas de segunda ordem, temos
que a parte principal do operador L, é dada por

0
ij '
A elipticidade do operador L, é dada pela sua parte principal.
Mas,
0 3f Iy
£ (f; Biy) = Biig SRl 81:-J'
Assim,

9 5 0B;
Zﬁ_x(fj ﬁz] Zﬁzg f]+ZfJ ﬁ

-0
Lembrando que f; = Z gkja—f, temos
Tk

0 P 98,
> (i B) =D B (Z . )+ij B
ivj v i,j (2

= of 9g" _0*f Iy
_Zﬁiﬂ'z [axk oz, +gkjaxiaxk] +;fy- i

_ agkj of 00
Z@j iaSL’k N Zﬂ” dxr; O + Z J; oz,

( -] k 17]7k 1,7




De onde L, é eliptico se, e somente se, a matriz A = (Z Bik gjk> for definida
. k g
positiva.
Observe que A = BG™!, onde B := ([3;).
Logo, L, é eliptico se, e somente se, BG™! for definida positiva.

Por outro lado, (Pr — Sgrl ]) sera semidefinido positivo < < <PT - S;ﬂ I) w, W> >
1 1

0 para todo campo W. Mas para um campo W qualquer fixado, podemos escreve-16 em
coordenadas locais como:

;0
W:;xaxi.

Assim,

(=)o) = ((=500) (55k) )

J

- S\ 0 9
—= tpd — -
Z,ijx <( " Sl ]) 8ZE178$]>

Mas de (3.14) temos que:

<<P’r S, ]>W,W>— ;xx <;6k28xk’3xj>
o o 0
_ iig [ Y 9
Zmﬁm<axk,a%>

i7j7k
= Zﬁixjﬁkigkj-
i7j7k
. . . . Sri1 .
De modo que a matriz associada a forma quadratica associada a | P, — I|. Assim
1
S, S,
a forma quadratica <(PT - ;+1I ) W,W> associada a (P,, - §+1 I ) tem a seguinte
1 1

matriz

= ()

Observe que D = BTG, onde B := ().

ij

Sy R : .
Logo, (Pr — SH I ) é eliptico se, e somente se, B' G for definida positiva.
1
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Vejamos que BG™! é definida positivo <= BTG é definida positivo. Com efeito,
(BTGW,W) >0, YW <= (GW,BW) >0, VYW <= (GW,BG"1{(GW)) >0, YW <>
(Z, BG™'Z) >0, VZ.

Portanto B'G > 0 <= BG~! > 0.

~ S,
Logo L,(f) é eliptico <= (Pr _
1

I ) é definido positivo.
[ |

Proposicao 3.3.6. Considere M" uma variedade Riemanniana conexa, orientada, sem
bordo e compacta. Seja Mn+1(c) uma forma espacial (isto €, se c =0 € o espago Fuclidiano
R"™! se c =1 é o hemisfério aberto da esfera unitdria S*™*(1) e quando ¢ = —1 é o espago
hiperbélico H" ™ (—1) ). Sexz : M" — Mn+l(c) ¢ uma imersao isométrica e tanto Sy como
Sr11 sao positivos em M, entao para cada 1 < j <r temos que

(1) os operadores Lj e L; sio ambos elipticos, e

(i1) cada r-ésima curvatura média satisfaz H; > 0.

Demonstragdo. Foi provado em [5] que para cada j € {1,2,...,r} os L; sdo elipticos e os
Hj > 0. ~
A elipticidade dos L, é equivalente a mostrar que os valores préprios do operador

S.
P — gfll sdo positivos.
1

Mas,
S 1
Py = =51 = 5 (Bi$i = Spnl)
S.
de modo que a positividade dos valores préprios do operador P; — gfl I é equivalente
1

a positividade dos valores préprios do operador Sil (P;S1 — Sj411), sendo Sy > 0 a positivi-
Sit

Si

dade dos valores préprios do operador P; — I ¢é equivalente a positividade dos valores

proprios do operador P;S; — Sj;11.
De (a) e (c¢) da Prop. 3.2.1 e sabendo que S,;1(A;) = S,+1 — kiS-(A;), os outovalores
de S1P; — Sj411 sao:

5155(Ai) = Sjr1 = (S1(A) + k:)Sj(Ai) — S
= S1(Ai)S;(Ai) + [Sj+1 = Sjr1(A4)] — i
= 51(Ai)Sj(Ai) — S (Ai).

Si(A; . -
Como H;(A;) = jn<71 ) para 1 < j <n — 1, entdo temos
(")
n—1

51(Ai)Sj(Ai) — Sjsa(Ai) = (n — 1)( ; )Hl(Ai)Hj(Ai) - (T;; i) Hj1(4),
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a partir da elipticidade de L; a) da Prop. 3.2.1, temos que H;(A;) > 0 para cada
1 S] S T, por isso temos Hl(AZ>H](A1) Z Hj+1(AZ') (Ver[l?, 24])

Dali, temos
n—1 n—1
5140840 - Sysa(a) = (- 0(" ) = (11 1)) mmcana)
n
=7 Hi(A;)H;(A; . 2
i, )meaa > o (3.20)
|
Corolario 3.3.1. Nas mesmas condicoes da proposicao anterior, temos

(7’ + 2)515r+2 — 252Sr+1 < 0. (321)

Demonstracao. Faremos uso da seguinte desigualdade
H? — H;_1Hiy >0,

sua demonstragao encontra-se na pagina 52 de [17] (também pode consultar [24]). De modo
que
H;H; > H;_1H; .

Pela positividade dos H; e H;_ 1, temos

H H;
7 > i+1
Hi—l - Hz
De modo que
E_@ZEZ ZH’"HZHT*Q
Hl HQ Hd Hr r+1
Segue-se por transitividade que
H. H, .
2> 22 oy equivalentemente H1H, o > HyH, 1.

E T H.

Por outro lado,

n n
(T + 2)5157“+2 — QSQST_H = (7" + Q)H(r i 2) HlHr+2 — n(n — 1) (7” 1 1) HQHT—H

g«r+®n02&)—nm_1w;1£»Hﬂﬂﬂ

n
= _ HyH, .
m’<r+1) 2l

Finalmente da positividade dos H,., temos que

(r 4+ 2)S1S, 12 — 2595S5,41 < 0.
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Capitulo 4

O problema variacional que preserva
area

Ao longo deste capitulo vamos supor M" uma variedade conexa, compacta e orientavel,

r:M" — Mn+l(c)

uma imersao isométrica.

Como M ¢ orientavel podemos escolher ao longo de M um campo vetorial normal
unitario N globalmente definido. Seja {ey,...,e,, e,11} um referencial adaptado ortonor-
mal numa vizinhanca U C M de z(p), p € M; de modo que os ey, ..., e, sdo tangentes a
(M) com dM(ey, ..., e, ens1) > 0 onde dM é o elemento de volume de M, e podemos
escolher N := e, 1 como sendo a orientacao de M.

Seja A a segunda forma fundamental de x associada a N.

Definicao 4.0.2. Considerando M"™ e Mn+1(c) sequndo as hipoteses dadas acima. Uma
variagao de v : M" — W—H(C) ¢ uma aplicagao diferencidvel X : M"X] — g,¢e[—
~n+1

M (¢),e > 0 tal que ¥t €] — ¢,¢[ a aplicagdo

Xy M — MnH(C)
p = Xi(p) = X(p,t)

€ uma imersao para cada t €] — ¢, ¢, e Xg = x.

Observagao 4.0.2. A definicdio acima pode ser estendida a um caso mais geral, em que
OM # (). Neste caso acrescentamos a sequinte condi¢do

Xt = Tloms VL €] — &, €]

Denotemos por N; como sendo um campo vetorial normal unitario ao longo da imersao
X;.
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Definigao 4.0.3. Para uma variagdo X : M"X]| — €, e[— W+1(C), da tmersao x, defi-

nimos a drea de x(NMy) por

A(t) = / M,
M
onde dM; ¢ o elemento de volume de M na métrica induzida por X;.

Definigao 4.0.4. Dizemos que uma variacao X de x preserva a drea se
A(t) = A(0),Vt €] —e,¢].

Definigao 4.0.5. Para uma variagcao X da imersao x, definimos a fun¢ao balanco de
volume (esta fung¢ao também € conhecida na literatura como a fun¢ao volume) de x(My)
por

V(t) = / X*dM
Mx[0,t]

onde dM ¢é o elemento de volume de M.

Definig¢ao 4.0.6. Dizemos que uma variagio X de x preserva o volume se V(t) = V(0) =
0,Vt €] —e,¢[, onde V € o balango de volume da variacdo X de x.
.~ 0X(p,t) . o .
Definicao 4.0.7. o ¢ chamado de campo variacional de X ou vetor variacional
‘t:O
X\ " X
de X. Denotaremos por (—) a componente tangencial de —

ot

Definicao 4.0.8. Seja N o campo vetorial normal unitirio ao longo de x. Dizemos que

|t=0

0X(p,t
uma variacdo € normal se wr ¢ paralelo a N, isto €, % = f(p)N(p), onde
lt=0

feC*(M,R).

. X X\ "

E cl — = N,onde { = — | .

claro que T &4+ f N, onde & (815)

Consideremos agora M" sem bordo e xz : M" — WH(C) uma imersao isométrica. Para

cada r € {0,1,...,n}, definimos os funcionais em M:
Ar,c I:/Fr (Sl,SQ,...,ST) dM s (41)
M

onde as fungoes F). sao definidas de forma recursiva por

F()I:]_
Flzle
— 1
Fr;:STjL(:(n—?T)Fr_Q r=23,....n—1
7"'_
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Considere o Problema Variacional

Min A, (4.2)
para variacoes de z tal que A(t) = A(0) '

Para resolver este problema, comegaremos supondo que um dos seus pontos criticos
seja uma imersao dada x. Portanto, quando consideramos as variagoes que preservam a
area, estas variacoes devem ser um ponto critico do funcional

A(t) = /F (S1, S, ) dM, |

M

onde dM; é o elemento de volume da métrica induzida em M por X;. Para determinar a
correspondente equacao de Euler, usaremos os multiplicadores de Lagrange. Isto significa
considerar o operador

Jr,c(t) = Ar,c@) + )‘A(t> ’

onde A é uma constante a ser determinada.
A continuacao enunciaremos trés Lemas técnicos cujas demonstragoes se encontram nas
referéncias [5] ou [21]:

. —n+1 . ~ . L. . .
Lema 4.0.3. Seja z : M" — M uma imersao isométrica de uma variedade Rieman-

niana orientada e coneza M™ em uma variedade Riemanniana orientada MI'' . Seja X
uma varia¢ao de x e A(t) a sequnda forma fundamental de M; = X;(M). Entao

2Sr+1(z4(7f))(f(1t)) = L (f(1)) + [51(A@))Sr1 (A1) — (r + 2)Sp42(AQ))] £ (1)

ot
+ f(t) trago (P(A(t))Ry) + ( grad S,.1(A(1)),€),
onde Ry(Y) = R(N,Y)N e R € o tensor curvatura de M

Em particular para imersoes em formas espaciais com curvatura seccional constante c
e para uma variacao geral, temos:

%Sr+1(z4(t))(f(t)) = L (f (1)) + [S1(A@))Sr42 (A(t) = (r + 2)Sri2(A))] £(2)

+c(n —7)S: (A1) f(t) + ( grad 5,11 (A(?)), €) -
Lema 4.0.4. Seja X wma variagao da imersao isométrica x. Entao

%(th) = (=S1f(t) + div §)dM,,

onde f(t) = <ac9_)t(

de volume da métrica induzida em M por X;.

, Ny ) € a projecao normal do campo variacional e dM, denota o elemento

67



Lema 4.0.5. Seja X uma variagao da imersao isométrica x. Entao

/

At) = - / nH, f(£)dM,
M

X

ot

campo variactonal e dM; denota o elemento de volume da métrica induzida em M por X;.

onde Hy € a curvatura média da imersao x, f(t) = , Ny ) € a projecao normal do

Lema 4.0.6. Se c =0, entio A,(t) = —(r + 1) / Sri1f(t)dMy.
M

Demonstracdao. Sabemos que

Ay o(t) = / F, (S1(A(1)), Sa(A(1)). ... 5,(A(t))) dM,

M
onde
FO =1
F1 = Sl(A(t))

cn—r+1)

F. 5 r=23,....,n—1
r—1

F. =S, (A(t)) +
em particular, quando ¢ = 0, obtemos F, = S,(A(t)). Assim

Aro(t) = /ST(A(t))th.

M
Derivando A, (t), temos

0

Aol = [ Ss.awim,+ [ 5. (40) 5 am,

M M

Usando simultaneamente os Lemas 4.0.3 e 4.0.4 temos

Aro(t) = /{Lm(f(t)) + [S1(A()SH(A(#) = (r + 1) Sea (A))] f(1)+

(grad S,(A(t)), &) + So(A(t)) (= Sif(t) + div €)} dM.

( grad S,(A(1)),€) + S.(A(t))div £} dM,.
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Como div (fX) = fdiv (X) + (grad f, X), temos

/ (Lea(F(0) = (7 DS sa (A 0) + div (5, (A0} M,

_ / Lo s (f(t))aM, — / (4 DS, (AWM, + [ div (S,(AD) M.

M M M

Por M ser compacta e pelo Teorema da Divergéncia a ultima integral se anula, assim

i

A o(t) = / L,_y(F(t))dM, — / (r + 1S (A(1)) £ (£)dM,.

M M

Pelo Lema 3.3.2 a primeira integral se anula, portanto

I

Ag(t) = —(r +1) / Sy (A(1)) f (1)dM,.

M

Lema 4.0.7. Se c# 0 er € par, entio A.(t) = —(r + 1)/Sr+1f(t)d1\/[t.
M

Demonstracao. Sabemos que

Ay olt) = / F, (S1(A(1), S(A®D)), ..., S,(A(1)) M,

M
onde
FO =1
F1 = SI(A(t))

cln—r+1)

F. = 5.(A(t)) + —

F._5 r=23,...,n—1.
Provaremos por indugao sobre r que, para ¢ # 0 e r par,

A, —(r+1) / Sy1 (A1) F(£)dM.

Para r = 0, temos

Ay.lt) = = [ S,
M
onde o Lema 4.0.5 nos garante a validade para r = 0.
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Suponhamos que nosso Lema seja verdadeiro para r — 2, isto é

!

A, () =—(r—1) / S, 1 (A(£)) £(£)dM,.

Vamos verificar que vale para r.

entao

atST t))dM, + / Si( th

cln—r+1) 0 0
T {/E{Fr2}th+/Fr2ath}

M M

=

Agora veremos que {/ 02 {F,—2} dM, + /FTQ%th} é A;_Zc(t), com efeito
M

r 20 /Fr 2 Sl 52(A< )) "7Sr72<A(t)))tha

derivando A, 5 .(t), temos

Aot /at r2 (S1(A(#)), S2(A(1)), - - Sr—2(A(2))) } dM,+

/ Fys (Sy(A()), Sa(A()), ..., Soa(A(E))) % {dM,} |

M
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Logo

— 1
A, ()= /%ST th—l-/S th %Ach(w'

Usando simultaneamente os Lemas 4.0.3 e 4.0.4 temos
A, (1) = /{Lm(f(t)) + [S1(A(1)) S (A1) — (r + 1) Sra (A()] f (1) +

e(n = +1)S,1(A(£) f(t) +  grad S,(A(1)), &)} M+

SH(AW) (-5 f(0) + div gy, + D 0

S

/ L1 (£(t))dM, + / SUA) S (AWM) F(HAM, — (1 + 1) / Sy (A() f(£)dM,

M

+c(n—r+1) /ST 1 dl\/It—i-/(grad SH(A(t)), &) dM,
M
n—r+1)

r—1 Ar—?,c(t)

S, (A ()dM, + / S(A(t)) div & aM, + &

Z /
/ Lo o (F(8)dM, — (r 4+ 1) / S, (A f(£)dM,
M

+c(n—r+1) /S 1(A() f(t)dM; + / {S-(A(t)) div € + ( grad S,(A(t)),&)} dM,
N cn—r+1)

r—1 Ar72,c(t)

Usando novamente que div (fX) = fdiv (X) + (grad f, X), obtemos

A = [ Les(G )M = (1) [ Sa(a@)s oM,

detn=r 1) [ SO+ [ div (.(A®)%) dML

cn—r+1)
7«47«72,0@-

Pela hipétese de inducao,

At = ~(r=1) [ S (A F(BIM.

M
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Assim,

’

AL (1) = / Loy (f(0)dM, — (r+ 1) / S (A(8) £(1)dM,

M M

Fefn—r+1) / S, 1 (A(1)) £ ()M, + / div (S, (A(1))€) dM,
_dnord Dy [ ssamnsoim.

M

Logo,
La(FE)aM; = (r-+1) [ Soa(A©) M,

div (5,(A(1))¢) dM,.

Por M ser compacta e pelo Teorema da Divergéncia a tltima integral se anula, assim

!

A (1) = / Ly (£(t))dM, — / (r + 1)yt (A(1)) £ (1) dM,.

M M

Pelo Lema 3.3.2 a primeira integral se anula, portanto
A =~ + 1) [ S (A®) )M,

M

A partir dos Lemas 4.0.6 e 4.0.7, vamos imediatamente a férmula variacional:

Proposicao 4.0.7. (A primeira formula variacional) Suponha ¢ = 0 ou ¢ # 0 e r par,
1 <r<n-—1, entao para qualquer variacio de x, temos

/

T () = — / {(r + 1)Sys1 + AS1} f(£)dM,.

M

Demonstrag¢ao. Sabemos que

Derivando, obtemos



Pelo Lema 4.0.5

Joot) = A (t) — A (A[ slf<t>th) .

Usando simultaneamente os Lemas 4.0.6 e 4.0.7

/

Jm(t):—(r+1)/sr+l(A() ()dM, — )\/Slf (£)dM,
——/{(r+1)57.+1( (1)) + AS1(A(L))} f(t)dML.

A partir de Proposicao 4.0.7, sabemos que os pontos criticos do problema variacional
acima sao para os quais a imersao r tem

Sr—‘rl A
= — = constante.
Sl r—+ 1

A fim de decidir se x é ou nao um minimo local, nos limitamos a variacoes que preservam
drea e computamos a segunda derivada de A, () em ¢ = 0. Como A(t) = A, temos
AZ,C(O) = J;:C(O). Assim podemos chegar a seguinte Proposi¢ao por um célculo direto
utilizando o lema 4.0.3:

Proposicao 4.0.8. (A segunda formula variacional) Seja x : M™ — WH(C) uma hiper-
superficie para o qual Sy € positiva, S,.1/S1 = constante, onde ¢ =0, ou c # 0 e r € par,
1 <r <n-—1. Para uma variacdo que preserva drea, a sequnda derivada de A, emt =0
¢ dada por

"

A0 == [ 5+ DS+ 281,y faM

M
S, 2555,
—<r+1>/f Lf—2miay g 225 o)y,
S1 S1
M
+e(n—1)8, — C”S’““} } dM.
5,

Demonstracao. Como
Tro(t) = — / {(r + 1)1 (A(?)) + AS1(A(2)) } f () dM,.

M
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Derivando J, (t), temos

Observe que

{(r +1)Sm1(A@)) + ASL(A() } f(£)dM,

0

(A + AS,(A(0) | S0 v

/
{4 050 T aw) 84w} £ v,
{

S, A

+1 ~ PR . . ~ .

Como ; = — ] = constante, entao as duas ultimas mtegrals sao nulas. Assnn,
1 r

Tre(t) = = / 57 L+ 1S (A(t)) + ASL(A())} f(t)dML.

M

Analisando em ¢t = 0, temos

/5{ 7 1)S, 1 (A(8) + ASI (A1)} f(H)dM|,_,

. / S+ DS (AW) +ASIAD))] ()M

{(r +1)8,41(A(1)) + AS1(A(t))},_o f (£)dM

0
0
{("” g Srea(AD) + Aaﬁﬂf‘l@)}\t:of<t>dM.
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Usando o Lema 4.0.3, temos
=—(r+1) / {Lr(f(1) + [S1(A()Sr1(A() = (r +2)Sr2(AQR))] £ (1)

Fen— 1)S(AW)FE) + { grad 1 (A1), )} [ o ()M
[ {Lalr@) + [S:3(A() - 25:(40)] £

M
+enf(t) + ( grad S;(A }|t 0

Sr1(A(?))

Substituindo o valor de —A = (r + 1) S (A1)
1

na expressao acima, temos

=—(r+1) / {L(f (1) + [S1(A[#)Sr2(A(E)) — (r + 2)Sr42(A(1)] £ (2)

weln =S A0+ (grad Syia(AD)} oS
S4(40)
Fin h{ A(1)) — 25u(Alt m (1)
+enf(t) + ( grad Si(A(1)), &)} |,_ [ (¢

Assim,
AL (0) = =(r+1) / {Ly(f(2) + [S1(A(#))Sr41(A(F) — (r + 2)Sr2(A(2))] £(2)

e — 1S (AUDS(0) + { grad S,a(A0). O] _o ()M
— ) {2 A0 + [t s a) + AN 5

. S, (A()
Si(A() Si(A()

=—(r+1) / {Lr(f(8) + (S1A[®))Sr1 (A1) F(E) = (r + 2)Sr42(A(E)) ()

fr) ( grad sl<A<t>>,g>} [ F(t)aM

+c(n—7)Sp(A())f(t) + ( grad S,41(A(1)),€)
St (AW o 5,1 (A S(A(D)

S (AW) ) S (A)
S1(A)) S1(A())

( grad 51<A<t>>,5>} L F(H)aM

75



=—(r+1) / {Le(f (1)) = (r + 2)Sr2(A@)) f(t) + c(n = 7) 5. (A(1)) ()

M

+ Cmad 8,(4(0),6) - T (o) + 22 CORME) g
o SalAW) ) /Sn(AW)

St 10~ ity e S0 o
=+ 1) [ L) = 0+ 208,02 AWM + el — )5, (AW S0

 (arad S, (A(0).€) = 5 A (n) + 2 A

Su(A) S, (A1)

sttaty 10— (o (S 540) ) s

(4 1) [{LS0) = -+ DS, AN 1)+ el = 1S, (AD) )
(a0 (A1), — 2B 1))+ o5t DBADD g
Sl

LAl 10— Cgrad 5,409} | oSO
= 1) [ { sy - R acr) + s [ A

Sen (A1)

—(r+2)S,12(A()) + c(n —r)S,(A(t)) f(t) — cn

S (A()) ] } 1o/ (D)AM
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Capitulo 5

Estabilidade de hipersupertficies em
M (c)

Uma variacao X da imersao x é chamada de variagao normal se o vetor campo varia-
cional apresentado é paralelo a N. Temos o seguinte Lema:

Lema 5.0.8. Para qualquer funcao f: M — R que satisfaca

/fSldM =0, (5.1)

existe uma variacao normal X da imersao x que preserva drea, tal que o vetor campo
variacional € fN.
Demonstracao. Seja g : M — R uma funcao suave tal que /gSldM # (0. Consideremos
M
a variacao a dois parametros

X(t,7) = exp, {(tf +tg)N},

onde exp é a aplicacio exponencial em M(c). Denotemos a drea de M sob a métrica
induzida da imersao X (¢,t) por A(t,t), e consideremos a seguinte equagao:

A(t,t) = constante. (5.2)

Da propriedade da aplicacao exponencial, temos

x| _ oy
I |—i—g 7
0X

E t=t=0 -
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Assim, do Lema 4.0.6 temos

OA(t,t) /
— | fSdM =0,
ot t=t=0 M '
QALY _ / Sy dM 0.
o/ P &

Assim, a partir do teorema da fungao implicita , em uma vizinhanca de (¢,t) = (0, 0),
podemos obter uma solugao ¢ = s(t) da eq. (5.2) que satisfaz s(0) = 0. Assim, obtemos
uma variagado que preserva area

X(t) = exp, {(tf + s(t)g)N} .

Observe que

, DA(L,T) DA(LT)

:/fSldM//gSldM:O.
t=t=0 M M

Obtemos que a variacao do vetor campo de X (t) é

0X

| =+ 09N =]N.

t=0

Do Lema 5.0.8 e da Proposicao 4.0.8, a expressao de .A:(O) depende apenas da imersao
x e da fungdo f que pode ser qualquer funcao que satisfaz a eq. (5.1).
Portanto, vamos fixar a seguinte notacao:

L =- [ {L(f) i [% (4 )Sppa+ cln — 1), — C”z"“] } M. (53)

Definicao 5.0.9. Dizemos que uma hipersuperficie v : M" — Mn+1(c) com Sy positiva
e Sy41/S1 = constante € r-estavel se I.(f) > 0 para qualquer fun¢ao f : M — R que
satisfaca 5.1, onde c =0, ouc#0 er € par, 1 <r <n-—1.

Proposicao 5.0.9. Hipersuperficies totalmente umbilicas de M”H(c) que nao sao total-
mente geodésicas sao r-estaveis, onde c =0, ouc#0er € par, 1 <r <n-—1.

Demonstracao. Seja ¥ uma hipersuperficie totalmente umbilica de W+1(C), e suponha
que X nao ¢ totalmente geodésica. Escolhemos o vetor normal de modo que a curvatura
principal de X é igual a k£ > 0.
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Logo,

J J T
De fato,
S] - Z kll kl]
1<in < <i;<n
Mas, ki, = ... = ki, = k. Assim,
S= Y w=Kw ¥ 1:(4);&
1<ii<<i;<n 1<ii<<i;<n J
Si(A;) = > Kiy - ki,
1<) << <n—1
Mas, ki, = ... = ki, = k. Assim,
. . n—1 .
S;(A;) = oW =H > 1:( , )kﬂ.
1< << <n—1 1< < <i;<n—1 J
Seja {eq, e, ..., e,} uma base ortonormal que diagonaliza A, isto ¢, Ae; = ke;.
Assim,
" . . " . n . r . n .
Pe; = —1)1S,_Ale; = 1) Nk Ade, = 1) Nerikde,
o= D018 e = Y0 (Y = (1 e
7=0 7=0 7=0
:kT*j‘i’]’ i(_l)] n e':kr n—1 0 — n—1 k'r‘e'.
' ,r _.] (2 7’ (2 7’ (2
7=0
Logo,
L.(f) =trago (P, Hessf) = Z (e;, P. Hessfe;)
i=1
:2”: (Pre;, Hessfe;) = Zn: n—1 k"e;, Hess fe;
i=1 ’ i=1 " ’
n-l kﬂ“i< Hessfed) = ("~ 1 )iray
= €;, 11€SSJ€;) = .
r — r
Observe que Sy > 0 ¢ S; > 0V j. Daf, Seit — P 1m0 6 6 constant
que Sy >0e S; > j. Dal, =gt = =4 _n(T—i-l) > 0 e é constante

em cada ponto de X.
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Portanto, ¥ é uma hipersuperficie com S; > 0 e g1 5 () 6 uma constante, a partir de

St
5.3 temos

2555,41

—(r+2)Syi2+c(n—r)S, — Cn?“} } dM
1

I
. /f{er— Sinf g g [% (282 +c(n—1)S, —cnS’““]}dM
A e 2 e
i (5) (e e e

+ c(n—r)C)kr—%(ril)kr]}dM
D) e

FG) () e )

+ [(n—r)(?) - (TL)] ck*fQ}dM
__/Z{g(ril)HfAfw(ri1>H+2f2+r<ril)ckff2}d1v1

:_E(T” )kr/{fAf+nk2f2+ncf2}dM
D)

_|_

~

+1

:_%(ri1>kr/{fAf+n(k2+c)f2}dM

_ r( n )kr/z{fAfn(ﬁJrc)f?}dM

ﬁ r+1

Seja A1 o primeiro autovalor do Laplaciano de ¥, entao, pela caracterizacao variacional de
A1 (Veja [11]).

n\r—+1

Ir(f)2£< " )kr/{Al—n(k2+c)}f2dM:0.
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onde a ultima igualdade foi obtida da hipdtese de que ¥ é isométrica a uma n-esfera
euclidiana com curvatura seccional constante k? 4 ¢. Por isso Ay = n(k? + ¢). Portanto, 2
é r-estavel. |

Agora estamos diante do nosso principal Teorema.

Teorema 5.0.3. Considere M"™ uma Variedade Riemanniana conexa, orientada e com-
pacta sem bordo, 1 <r <n—1. Uma imersao isometrica x : M" — R*"*! para o qual S;
positiva e S,.1/S1 = constante € r-estavél se, e somente se, M € uma esfera e x € a sua
inclusao, e é uma hipersuperficie totalmente umbilica.

Demonstragao. Da Proposicao 5.0.9, a condigao ¢ suficiente. Agora vamos provar que
também é necessario. Pela proposicao 3.3.6, o operador L, ¢ eliptico.

Seja /xSldM = C, vetor constante do R"*!, entdo

M
N C
IT=x— —F—0),
/ SydM
M
satisfaz /fSldM = 0. De fato,
M
/ S,dM
F=r——Y%— = 38 =25,——32—(C = /:iSldM: /xSldM—M—C
/Sldl\/I /Sldl\/[ N N /Sldl\/[
M M M
/Sldl\/_[
/fSldM :/xsldM M
I A Y
M
M
=C-C=0

Como as condigoes de (5.3) sdo as mesmas para = e I, assim, sem perda de generalidade,
podemos assumir que

M
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Tome uma base ortonormal {E1, Es, ..., E,1} do R e defina as fungoes f;, g; por

fi=(NEj), g;={x,E;). (5.4)

A hipdtese de r-estabilidade implica que ,(g;) > 0 para cada j, 1 < j <n+1. Assim,
usando (5.3) com ¢ = 0 temos

1

i S,
0<1I(g;) =— /gj {Lrgj +g; {252 S+1 —(r+ 2)S7~+2:| } dM
M

S, s,
=— /gj L.g; — “=Agj + g5 | 28757 — (5 +2)Sp42| ¢ dM
Sl Sl
M

usando o Teorema 3.3.2, no caso ¢ = 0, para obter L,g; e Ag; = Log; obtemos

S

S,
== /gj {(T +1)Srq1fj — S_llslfj + gj [252 Sjl —(r+ 2)Sr+2} } dM

Sy
= - /gj {(7” + 1)Sriafy = Sepafi + g5 {2525—“ —(r+ 2)&%21 } dM
1

S1

S— %

Sy
9; {Tsrﬂfj + 9; {252—+1 —(r+ 2)57“+2:| } dM

Sr
= — / {rSerjgj + ng |:252 S+1 - (7“ + 2)5’7,+2:| } dM. (55)
1
M

Tomando o somatoério para 1 < 7 < n + 1, temos que

n+1 n+1 S
0<~— / {T’Sr+1 ijgj + Z%Q {252 glrl
j=1 j=1

M

—(r+ 2)ST+2] } dM.

Observe que

fig; = (N, Ej) (z, Ej)
= <N7 <:U7Ej> Ej>

ijgj :<N7Z<x7Ej>Ej> = (N,z).

j=1
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Por outro lado,

Assim,

0

IN

Observe que

h[ (P -

Sr 1 4
Pela Prop. 3.3.3 e sabendo que SJI

]2:<:E,E]> <5E7 ]>
= (z, (z, &) Ej)

n+1 n+1

2 2
S, =<x, > o
j=1 J=1

{—T’ST_H z,N) — {232 S;“ —(r+ 2)5’T+2} |x|2} dM

/
h[ {—rsrﬂ

1

N) — {2525;? —(r+2) M} <|x ®+ (2, N) )}dl\/I.

Sr+1

S Pl) AxT,$T> dM :/<PT+1AIT,ZBT> dM
1
M

+/<—ST+1P1AxT,xT> dM.
S1
M

€ uma constante, temos que

/<PT+1A1:T 2"y dM = /{ n—r—1)S41(x,N) + (r + 2)S,42(z, N)*} dM.
M
Sr+1 T T o ST+1
1 1
M M

(5.7)

(5.8)

(5.9)

:/ {—(n— 1)S,41 (2, Ny — 2525’1"“ (z, N) 2}dM. (5.10)
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Substituindo (5.9) e (5.10) na equagao 5.8, obtemos

1

[ (P = 5 R) ATy a = [ (0= 7= 10800 (0, N) 4 (4 2080l ) M

S2Sr+1

1

+/{—(n— 1)S,41 (z, N) —2 (z, N) 2}dM

:/{((n—r—l) — (n=1)) Spy1 (2, N)

B (252?«“ —(r+ 2)8T+2> <x,N>2} dM
1

- / =7 S (@, N)

B (2S2§7‘+1 . (7, + 2>ST+2> <I’,N>2} dM
1

(5.11)

Substituindo (5.11) na equagao (5.7), temos

0< / { <(r +2)S,40 — 25, S;“) \xT\Z + <<PT+1 — S;HPl) AzT, a;T>} dM. (5.12)
1 1
M

Seja {ey, €9, ..., e,} vetores ortonormais principais correspondentes as curvaturas prin-
cipais {ki, ka2, ..., k, }, respectivamente. Assim,

' = Z (x, ;) e. (5.13)
i=1

AT = Z (x,e;) Ae;

i=1

= Z (x,e;) kie;
=1
=1

Substituindo (5.13) e (5.14) na expressao

<(Pr+l - STJFI Pl) A.CET, .Z‘T> .
S1
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Temos que

ST Sr n n
<(Pr+1 - S—JIFIP1) A$T7$T> = < (Pr+1 - lepl) Zkz (z,e;) e, Z <x7€j> €j>

i=1 j=1
. Sr—|—1
= Z ki (z,€) (x, €5) (| Prar — Py e e
< Sh
i,7=1
o zn: L SrJrl
= Z‘<I’,€Z‘> <ZL‘,€j> Pr—l—l €; — S—Pl ei,ej .
ij=1 1
Utilizando a Prop.(3.2.1), temos que
S, . Sy
<(PT+1 _ S‘l‘l P1> ALL’TJ xT> :Z]ZI k; <J}’ €i> <J,‘, €j> <PT+1 €; S—+11P1 €i, €j>
o : Sr—i—l
= Z k; <I7 €Z> <x7 €J> Sr—l—l(AZ)ez - S Sl(Ai>€ia €j
i =1 1
o a SrJrl
= Z ki (z,e;) (, €j> Sry1(4i) — S S1(A;) | e, €;
ij=1 1
o = ST+1
= kifw,en) (@ e5) ( Sra(Ay) — S, S1(Ai) | (e, €5)
ij=1
. . ST+1
- Z ki (z, ) (z,€5) | Sr1(Ai) — S S1(Ai) ) b
ij=1

fazendo j =i e utilizando a equagao (3.1), temos

_ Z: ki, e)’ <5r+1<Ai) - Sf; 5 (Ai))

= S, (S1541(A) = S4151(Ad)) (, €5)°
i=1

-3 g_l (ks So(As) + Sy (AD) Shea(As) — (ki Si(Ay)
+S41(A:)) S1(AY) (x, e)

=> 2_1 (kiSr1(As) + S1(Ai)Sra(Ai) — kiS1(A) S0 (Ai)
—S1(A)Sr1 (A) (w, €:)?

SR 8 () = S1(405,(A4) ( en)?. (5.15)
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Usando 5.15, obtemos que

((r +2)S,412 — 25, STH) ‘xT‘Q + < (PTH _ Srn P1> AxT, xT>

Sl Sl

= Z {(T‘ + 2)5r+2 — 282 S‘;jl + % (Sr-i-l(Ai) — Sl(Az)Sr<Az))} <I, 6i>2

= Sil Z {(r+2)S1S42 — 292841 + ki (Sr1(As) — Si(A)S(A))} (z, ). (5.16)

Utilizando as equagoes (3.20) e (3.21), temos que
(7" + 2)5157~+2 — 2SQS7~+1 + k’iQ (Sr+1(Ai) -5 (AZ)ST(AZ)) < 0.

Das equacoes (5.12) e (5.16), concluimos que 27 = 0, isto significa que z = kN para
alguma funcgao k. Dai, temos que

d|z|* = 2 (dz, ) = 2 (dz, kN) = 2k (dz, N) = 0.

. . 2 . ,
Isto significa que |z|” é uma constante, ou seja, M é uma esfera. Isso completa a prova
do Teorema. |

No caso de WH(C) ser uma hipersuperficie de um hemisfério aberto de S"**(1) ou o
espago hiperbélico H""!(—1), temos o seguinte Teorema:

Teorema 5.0.4. Considere M" uma Variedade Riemanniana conezxa, orientada e com-
pacta sem bordo, 1 < r < n —1. Seja Mn+1(c) um hemisferio aberto de S"™(1) ou o
espaco hiperbolico H" ™ (—1) se c =1 ou ¢ = —1 , respectivamente. Dado r € [1,n—1]NN
com r par. Uma imersao isometrica x : M" — WH(C), satisfazendo simultaneamente
que S; > 0 e S,11/S1 = constante é r-estavél se, e somente se, M é uma esfera e x é a
sua inclusao, x nao € totalmente geodesica e é totalmente umbilica.

Demonstracao.

(<) Foi provada na Proposi¢ao 5.0.9.

Antes de provarmos a condicio necessdria, observamos que, pela Proposicio 3.3.6, L,
é eliptico.

(=) Consideremos separadamente dois casos:

Caso 1: M (¢) = hemisfério de S"*1(1) C R™2.

Sendo N o campo normal unitario, definamos

M

Afirmamos que N nao é nulo, com efeito, a prova sera feita por contradicdo, para isto
suponha que N = 0.
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Agora consideremos {Ey, F1, ..., E,1} como sendo uma base ortonormal do R""2,
Definamos: f; = (N, Ej;) e g; = (z, E;). Temos

fig; = (N, Ej) (x, Ej) = (N, (z, Ej) Ej) .

Logo,

ijgj =<N7Z<$7Ej>Ej> = (N,z) =

Da mesma forma,
fi* =(N,E;) (N, Ej) = (N, (N, Ej) Ej) .
Logo,
n+1 n+1
= <NZ (N, E;) Ej> = (N,N) = 1.
=0 =0
Da relacao (2) do Teorema 3.3.2 com ¢ = 1, temos

L. (N, E;) = — (grad (S,11), Ej) — (518041 — (7 + 2)Spi2) (N, Bj) + (r + 1) S0 (2, Ej)
L. f; = — (grad (Sy11), Ej) — (S18r41 — (r + 2)Spp2) fj + (r + 1)(Sr11)95-

e para r = 0, temos também que

Lof; = — (grad (S1), E;) — (S151 — 252) f; + S1 g5
Af; =— (grad (51), E;) — (512 —25)f; + 51 g5

Por outro lado, como estamos supondo que a imersao é r-estavél, entao I,(f;) > 0. De
modo que para qualquer j € {0,1,2,3,...n+ 1}, pela defini¢do temos que

L(f;) == /fJ {I:”(fﬂ) + 5 [2325;_:1 —(r+2)Srp2o+c(n—r1)8S, — cnsglrl] } dM.
M

como estamos no caso em que ¢ = 1, entao temos

S,
L(fj) =— /fj {erj - leﬁfa‘
M
S’r—i—l S’r—i—l
—+ fj 252 S — (T -+ 2)57»+2 + (Tl — T‘)ST — nS— dM Z 0.
1 1

Observe que
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Sr+1
S

L.f; — Af; =—(grad (S;41), E;) — (S15041 — (r +2)S,42) f; + (r +1)S,41 g5

Sr
o (= (grad (81), B)) = (51" = 28)f; + $1 g5}
1

= — (grad (Sy41), Ej) — (51841 — (1 +2)Srp2) f5 + (r + 1) S04 gy
S, Sy
+ (grad (S1), E;) + = (S1% —255) fj — Srt1 g5
Sl Sl
S'r—l—l

— [5_1(512 —285) = (S18, 11 — (r + 2)ST+2)] fj

L 1(Sr0) ~ i) gy + 22 (grad (81), ) — {arad (Span). )

1
ST+1
S1
Sy
+ (rSr41)g5 + TT (grad (51), £j) — (grad (Sy41), £j)

_ {(r +2)S,,5 — 25, Sr+1
S1

= |:Sr+151 — 25, — 51541 + (r+ 2)Sr+2] f;

fi +7S41 g

Sr
+ 26 (grad ($1), ) — (grad (S,10). ).

Assim, temos:

S,
L(f;) =— /fj {erj - T:lﬁfj
M
57»4_1 Sr—i—l
+ [ |2S—— — (r+2)S,a+ (n—r)S, —n dM (5.17)
Sl Sl
S,»_H Sr—i—l
= - /fj { [(7" +2)Sri2 — 25 S, } fi+(rSra)g; + 5 (grad (51), Ej)
M
ST_|_1 Sr—i—l
_ <grad (Sr+1>, E]> + fj leQS_ - (T + 2)57«4_2 + (n - T)S,« —nNn S } }dM
1 1

—— [ {8+ 2 (g (50 B (e (5,00, )
M

Sr—l—l Sr—i—l
2
S, + 25, S,

= /fj {(TS'H—l)gj + {(” — )5 - nsgl} fj} ™

Sy

S
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=— / {(TSrJrl)fjgj + [(n —7r)S, — nsgrl} ff} dM > 0.
1
M

Tomando somatorio para 0 < 7 < n + 1, temos que

0 Si‘; {/{(Tsrﬂ)fjgj + [(n—r)sr —nsgl} sz}dM}
OS—/{<TST+1)§fj9j+ [(n - TH] "Z“f] }dM
)

Jj=0
SrJrl

(rSpy1) (N, x) + {(n —r)S, —n—— S,

} (N, N>} dM,

) = 1, segue-se que

Sr—i—l
S

] (N,N>}dM

N
{@asﬁl) (N2 + {m 1S, —n
\

(n—r)S, — nSrJrl } aM
S

1
0 S - / g [(n - T)Slsr - TLST+1] dM.
1
M

Por outro lado, temos que

Lﬂ(fj)z—/sl1 (0 — 1)S1Ss — nSs] M

M

Lo G)a) (2 o
o oo

como H1H, > H, .4, entao

11 [ n(n —r (Z)Hrﬂ—n(?nil)mﬂ} M
(= (7)o 1)) ]
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S

(r+ 1(;!(;1—)7:«!— 0 ”(r Z 1)) HT“] M

: n(r+1)(rﬁl> —n(TL)) HM] dM

Sil :(n(r +1)—n) (r Z 1) Hrﬂ] dM

(
(
5 (” o+ 1():!&1)—”:« EEY ”(r + 1)) H’"“} ™
(
(

1T n
— — H M
S _(nr +n—n) (r N 1) Hl} d

10 n
— H. M
Sl j”ﬂ(r-+-1) r+l} d

1
=— / 5 [nrSy41] dM

M
nr5}+1
=— dM < 0.
/ S1
M

Portanto , chegamos a uma contradicdo. Assim, N nao pode ser zero.
_ Seja {Ey,Ey,...,E,.1} uma base ortonormal do R"™ tome N # 0 tal que Ey =
N/ ‘N‘, e defina f; e g; como em (5.4). Agora temos

/fjslszo, para 1l <j<n+1.
M

Note que
n+1 n+1 n+1

D 195 =0= fogo+ Y 10, =0=Y_ fig; = —fogo.

=0 j=1 =1

n+1 n+1 n+1

N P=1= 04 =12 ) =1 R
=0 j=1 j=1
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Para estas fungdes r-estéveis implica a validade de (5.17). Tomando o somatério para
1 <7 <n+1 obtemos que

n+1 S n+1
0 < / {(—T’Sr+1) Zf]gj — |:(TL - T’)ST — ;‘:1:| ij2} dM

M

— [{osnn— |n=ns, -2t @ - iy}

n
r+1

n n
n(n —r) (r)HlHT > n(r N 1) H, ..

S, Sy n
Dai, (n—r)S, >n SH’ isto é, (n—7)S, —n +1 > 0. Como 1= |E0|2 = Ziiol (Eo,ei>2 >

S
1 1
(Ep, 2)* + (Ey, N)* = fo> + g, entio

Note que, n(n — 7")(’:) > n( ) e como H{H, > H,,1, entao

1> f*+ g0 = 1— fo > go”.

Por outro lado, temos

o< [{oS 0 |o0-ns, 0% 0 - a7 fan
< / {(T5r+1)f090 - {(" — )85, — nsglrl] 902} dM.

Sabemos do Lema 3.3.2 que:

/gOLT(gO)dM = — /(Prgrad 9o, grad go)dM.

M M
Mas, f}rgo = L,.g0 — Sgl Agg e multiplicando ambos os membros por gy temos
N S,
g0Lrgo = goLrgo — =5~ 02 g0.
1

Integrando sobre M, temos

i S,
/ goLygodM = / goLrgodM — / SHgoAgodM
M M M !

= / (Prgrad go, grad go)dM — / SglgoAgodM-
1
M

M
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Mas,

grad (go®) = 2gograd go+2(grad go, grad go) = gograd go = 3grad (go?)—(grad go, grad go).

temos

.. S,
Multiplicando ambos os membros por Slrl

- 15, Srt
Sjl =5 Sjlgrad (90°) — S, L(grad go, grad go)

Sy Syt
=52 emad (") — (%5 grad go, grad go).

Integrando sobre M, temos

/—gograd GodM = / THgl"ad (90 )dM - /<S;1

M

grad go)dM.

Dai,

~ 1 Sy
/goLrgodM == /<Prgl"ad 9o, grad go)dM — 5/ S“grad (90%)dM

M M
Sr—l—l
+/< S, grad go, grad go)dM.
M

Assim,

- g ] :
/gOLTgOdM =— /((pr _ SS+1 Derad go, arad go)dM — - / SSngad (go2)dM.
M ™M 1 o 1

]‘ S’I’-‘rl ]_ ST+1 2
Como 2 S grad (90 )dM = 279 grad (go”)dM = 0, pelo Teorema de Stokes,
1 1
M M

pois M é compacta, entao

[ ookeaant = — [ (P, = 2= ngrad go grad gojant
1
M M

Portanto, utilizando o Lema 3.3.2 ¢ a elipticidade de L,, podemos obter

o< [{snm - |0 -ns. - n% wt} an
n (05esfo = |0 =8, =0T o) fana

/|
FAGCEEE SO
o
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Sy
== /((Pr - Sﬂl)gfad go, grad go)dM < 0.
& 1

Dessse modo, todas as desigualdades devem ser igualdades. Em particular, obtemos
que grad go = 0, portanto gy é uma constante. Assim, a imagem de x estd contida na
intersec¢io de um hiperplano e uma esfera S"*!(1). Portanto, (M) é uma hiperesfera
nao-geodésica de S"T1(1).

Caso 20 M (¢) = H™'(—1) C R,"*2, onde R, é 0 espaco de Lorentz.

n+1
Definamos 7 := /:rSldM De (z,z) = —1¢® + Zx] = —1e xg > 0, obtemos

M

Portanto, a partir da formula de Minkowski para integral, obtemos

2
n+1 n+1
/SldM -+ Z (A\A/:CJSICZM ('\Zv 1+ Z ijSldM = (‘w/ﬂj‘osldM

=1
Assim, temos

2
n+1
Q[%&%d +§:Q[%&@4 < /sww <.

Tome Ey = 7/ |#| e complete a base ortonormal do R;"*?. Para essa base, defina f; e g;

como em (5.4). E claro que /ngldM =0, para 1l < j < n+ 1. Assim, para tal gj,

M
r-estavel implica:

5 S, Sy
I.(gj) = — /gj {Lr(gj) + 9, {252 Sjl —(r+2)Sys2+cn—r)S, —cn Sjll } dM,
M

como estamos no caso em que ¢ = —1, entao temos

Sy
Oih@ﬁ——/%{b%—ij%
M

+ g; |25 St (r+2)S,o—(n—r)S, + nST+1 dM.
Sl Sl
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Da relacao (1) do Teorema 3.3.2 com ¢ = —1, temos
L {a, E5) =(r + DS (N, By) — (0 — 1), (. Ey)
Lygy =(r+1)S,41fj + (n —1)S,9;,

e para r = 0, temos também que

Log; =51 f; + ng;
Agj :Slfj + ng;.

Dali,

S, S,
L.g; — S—TAQJ‘ =(r+1)S,1fj + (n—1)Srg; — 5—+11(51fj + ng;)

=[(r +1)Sr1 = Sea] fi + [(n —7)S, — nsgl} 9i

=(rSrs1)fj + [(n —r)S, — nsgrl] gj-
1

Assim,

Sy
0<I(g5) = — /gj {Lrgj - S—TAgj

M
by 25050~ (12180 = (=18, + 222 L am

Sl Sl
Sr+1

—~ [a{osaos+ |n-ns a5ty

M

+ g {25257”“ — (r+2)S40 — (n—7)S, + nSTH} } dM
S1 S1
— [ {8+ (=S, ~ (0= 1),
M
Sr—l—l
S1

Sy Sy
+ 25, — (r+2)Sy2 —n "L 4 +1] g]}dM

Sy Sy

1

=— /gj {(Tsrﬂ)fj + {252 S;H —(r+ 2)Sr+2:| gj} dM
M
:/ { |i<7" + 2)51“+2 — 2525:;—:1] gj2 — (TSTJrl)fjgj} dM
M

Note que
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n+1 n+1 n+1

> figi=0=~fogo+ Y fi9:=0=_ fi9; = fogo,

j=o j=1 j=1

n+l n+1 n+1

2932 =-1=go° +ZQOQ =-1= ZQ;‘Q = —1+4g".
j=o j=1 j=1

Tomando somatério para 1 < j < n + 1, temos que

Sr n+1 n+1
0< / { |:(’I" + 2)ST+2 - 282 S+1:| E ng - (’I“SH_1) E fjgj dM
1 -
M J=1

=1

S,

:/ { |:(7’ =+ 2)8T+2 — 252 S+1:| (—1 + 902) — (TST+1)fggg} dM.
N 1

Como —1 = [Eo[* = Y215 (Eo, €)= —(Eo, x)° + (Eo, N)* = —go* + fo?, entéo

—1>—g+ fi> = —1+g°> fo"

Por outro lado, usando o Coroléario 3.3.1 obtemos

0< / { {(r +2)S,42 — 25257~+1} (_1 +go2) _ (T5r+1)fogo} IM
M

S

< / { {(T +2) 512 — 25 Sgl] fo© — (T5r+1)f090} dM.

Portanto, utilizando o Lema 3.3.2 e a elipticidade de L,, podemos obter

0 S / { |:(T’ + 2)3,«_1_2 — 282 S);—H} f02 — (TST—&-l)ngO} dM

1

Sr—l—l

_ {fo <[(r +2)S42— 257 ] fo— (rsT+1)gO> } M
(

Lofo— S"“Afo) } M
5

= /<(Pr - Sg,ﬂl)grad fo,grad fo)dM < 0.
1

Isto implica que f, é constante e fu? — go? = 1. Portanto gy é também uma constante,
ficando assim provado para o caso 2. Isso completa a prova do Teorema. |
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