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À Fundação de Amparo à pesquisa do Estado de Alagoas - FAPEAL - pelo apoio
financeiro.

6



Resumo

O objetivo desta dissertação é estudar as hipersuperf́ıcies compactas sem bordo e imer-
sas em formas espaciais com Sr+1

S1
constante, onde Sr+1 é a (r + 1)-ésima função simétrica

das curvaturas principais. Tais hipersuperf́ıcies são os pontos cŕıticos de um problema
variacional que preserva área. Demonstraremos que tais imersões são r-estáveis se, e so-
mente se, elas forem hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas.

Palavras-chave: r-ésima curvatura média, r-estáveis, variações que preservam área.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O trabalho aqui realizado baseia-se no artigo de autoria de Yijun He e Haizhong Li [18].
Considere Mn como sendo uma variedade Riemanniana n dimensional, conexa, orientada,

compacta e sem bordo. Seja M
n+1

(c) o espaço euclidiano Rn+1, um hemisfério aberto de
Sn+1(1) ou o espaço hiperbólico Hn+1(−1), de acordo com c = 0, 1 ou −1, respectivamente

e x : Mn −→M
n+1

(c) uma imersão isométrica. A r-ésima curvatura média Hr é definida
por Hr = Sr/

(
n
r

)
, onde Sr é a r-ésima função simétrica elementar. Claramente H1 é a

curvatura média H.
O problema variacional que preserva volume tem sido estudado por muitos autores

(consulte [1-8]). É bem sabido que imersões com curvatura média constante são pontos
cŕıticos para o problema variacional de minimizar o funcional área mantendo o balanço
do volume zero. Uma solução local para este problema variacional diz-se estável. Este
conceito foi introduzido por Barbosa, do Carmo e Eschenburg em [8].

Para imersões de hipersuperf́ıcies com a (r + 1)-ésima curvatura média constante em
formas espaciais, Alencar, do Carmo e Rosenberg estudaram o caso de Rn+1 em [3], Barbosa
e Colares estudaram o caso de um hemisfério aberto de Sn+1(1) e o espaço hiperbólico
Hn+1(−1) em [5].

Estas hipersuperf́ıcies são os pontos cŕıticos de um problema variacional de minimizar
um funcional do tipo

Ar =

∫
M

Fr(S1, . . . , Sr)dM,

mantendo o balanço do volume zero, onde Fr é uma função adequada.
Para o estudo desse problema Y. He e H. Li [18] introduziram o conceito de r-estabilida-

de de hipersuperf́ıcies o qual generaliza o conceito de estabilidade dado em [8]. Outro
problema variacional para hipersuperf́ıcies envolvendo funções de S1, . . . , Sr pode ser en-
contrada em [23].

Nesta dissertação cosideraremos hipersuperf́ıcies orientadas, compactas, conexas e sem

bordo em M
n+1

(c) com curvatura média positiva e Sr+1

S1
constante. Veremos que a imersão

é r-estável se, e somente se, é totalmente umbilica; no caso em que c = 0 o resultado vale
para qualquer r, enquanto para c 6= 0 o resultado é somente válido para r par (veja [18]).
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Caṕıtulo 2

Preliminares

O objetivo deste caṕıtulo é dar um breve resumo de alguns resultados fundamentais
da Geometria Riemanniana, que serão utilizados neste trabalho. O conceito de variedade
diferenciável serve para estender os métodos do cálculo diferencial a espaços mais gerais
que o Rn, baseados nesta noção apresentaremos a noção de campo de vetores, variedade
Riemanniana, conexão afim, aplicação exponencial, curvatura, imersões isométricas, gradi-
ente, divergente, laplaciano, hessiano. Maiores detalhes podem ser encontrados em [16],[15]
e [12].

2.1 Definições

Definição 2.1.1. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciável M é uma
correspondência que a cada ponto p ∈ M associa um vetor X(p) ∈ TpM, onde TpM é o
plano tangente a M no ponto p. O campo é diferenciável se a aplicação X : M −→ TM
é diferenciável, onde TM é chamado de fibrado tangente de M que é a união disjunta dos

espaços tangentes a M em todos os pontos de M (isto é, TM =
⋃
p∈M

TpM).

Definição 2.1.2. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável Mn é uma
correspondência que associa a cada ponto p ∈ M um produto interno 〈 ·, · 〉p no espaço
tangente TpM, tal que: se x : U ⊂ Rn −→ M é um sistema de coordenadas locais em
torno de p, com x(x1, . . . , xn) = q ∈ x(U) e ∂

∂xi
(q) = dx(0, . . . , 1︸︷︷︸

i

, . . . , 0), então para

cada i, j ∈ {1, . . . , n},
〈

∂
∂xi

(q), ∂
∂xj

(q)
〉
q

é uma função diferenciável em U .

Definição 2.1.3. As funções gij :=
〈

∂
∂xi
, ∂
∂xj

〉
são chamadas componentes da métrica

Riemanniana no sistema de coordenadas x : U ⊂ Rn −→Mn. Uma variedade diferenciável
com uma métrica Riemanniana é chamada variedade Riemanniana.

Definição 2.1.4. Seja X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C∞ em M e
D(M) o anel das funções reais de classe C∞ definidas em M. Uma conexão afim ∇ em
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M é uma aplicação
∇ : X (M)×X (M) −→ X (M)

tal que, ∀ X, Y, Z ∈ X (M) e ∀ f, g ∈ D(M), tem-se

(i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇XZ

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

(iii) ∇XfY = f∇XY +X(f)Y .

Definição 2.1.5. Dizemos que uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é
simétrica se

∇XY −∇YX = [X, Y ], ∀ X, Y ∈ X (M).

Dizemos que uma conexão afim ∇ em uma variedade Riemanniana M é compat́ıvel
com a métrica se

X 〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 ,∀ X, Y, Z ∈ X (M).

O próximo Teorema é fundamental em Geometria Riemanniana.

Teorema 2.1.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma única
conexão afim ∇ em M que é simétrica e compat́ıvel com a métrica Riemanniana.

Demonstração. Ver [16], página 61. �

Tal conexão é denominada conexão de Levi-Civita (ou Riemanniana) de M.

2.2 Aplicação exponencial

Uma curva α em M é uma geodésica em t ∈ I se D
dt
α′(t) = 0.

Antes de definir a aplicação exponencial, lembraremos um resultado que é uma con-
sequência direta do Teorema de existência e unicidade de equações diferenciais ordinárias:

Proposição 2.2.1. Dados p ∈M e v ∈ TpM, existe uma única geodésica α : I −→M tal
que α(0) = p e α′(0) = v, onde I ⊂ R é um intervalo contendo o zero.

Se v ∈ TpM, vamos denotar por γv a única geodésica de M que passa por p ∈M com
vetor velocidade v ∈ TpM.

Seja Σp = {v ∈ TpM; γv está definida num intervalo contendo [0, 1]}.

Definição 2.2.1. A aplicação expp : Σp −→M, definida por expp(v) = γv(1), é denomi-
nada aplicação exponencial.

Proposição 2.2.2. As seguintes propriedades são satisfeitas:
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1. para cada v ∈ TpM, a geodésica γv é dada por γv(t) = expp(tv), para todo t ∈ R onde
os dois lados estão definidos;

2. a aplicação expp é diferenciável.

Demonstração. Ver [16], página 71. �

Proposição 2.2.3. Para todo p ∈ M, existem uma vizinhança V da origem de TpM e
uma vizinhança U de p, tais que expp : V −→ U é um difeomorfismo.

Demonstração. De fato,

d(expp)0(v) =
d

dt
(expp(tv))

∣∣
t=0
,

=
d

dt
(γv(t))

∣∣
t=0
,

= γ′v(0),

= v.

Logo, d(expp)0 é a identidade de TpM, segue-se então do Teorema da função inversa
que expp é um difeomorfismo local numa vizinhança de 0 em TpM. �

O aberto U dado pela proposição anterior é chamado vizinhança normal de p.

2.3 Curvatura

Considere M uma variedade Riemanniana de dimensão n e de classe C∞, seja ∇ sua
conexão Riemanniana e TpM o espaço tangente a M em p.

Definição 2.3.1. O tensor de curvatura R de M é a aplicação que a cada par X, Y ∈
X (M) associa a correspondência

R(X, Y ) : X (M) −→ X (M)

dada por
R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z, ∀ Z ∈ X (M).

Proposição 2.3.1. O tensor de curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das
seguintes propriedades:

(i) R é bilinear em X (M)×X (M).

(ii) ∀ X, Y ∈ X (M), o tensor curvatura R(X, Y ) : X (M) −→ X (M) é linear.

Proposição 2.3.2. O tensor de curvatura R satisfaz as seguintes propriedades para todo
X, Y, Z, T ∈ X (M):
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(i) 〈R(X, Y )Z, T 〉+ 〈R(Y, Z)X,T 〉+ 〈R(Z,X)Y, T 〉 = 0;

(ii) 〈R(X, Y )Z, T 〉 = −〈R(Y,X)Z, T 〉;

(iii) 〈R(X, Y )Z, T 〉 = −〈R(X, Y )T, Z〉;

(iv) 〈R(X, Y )Z, T 〉 = 〈R(Z, T )X, Y 〉.

Para um espaço vetorial V com produto interno 〈, 〉, dados dois vetores linearmente
independentes x, y ∈ V ,

|x ∧ y| =
√
|x|2|y|2 − 〈x, y〉2

é a área do paralelogramo gerado por {x, y}.
Pode-se verificar que, se σ ⊂ TpM é um subespaço de dimensão 2 com base {x, y},

então

K(x, y) =
〈R(x, y)x, y〉
|x ∧ y|2

só depende de σ.

Definição 2.3.2. Considere p ∈M e seja σ ⊂ TpM um subespaço de dimensão 2.

K(σ) := K(x, y),

é chamada de curvatura seccional de σ em M no ponto p, onde {x, y} é uma base qualquer
de σ.

Usaremos a notação Mn(c) para indicar as variedades com curvatura seccional constante
c de dimensão n. Uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante que seja
completa e simplesmente conexa é chamada de forma espacial.

Note que quando multiplicamos uma métrica Riemanniana por uma constante positiva
c, então a sua curvatura seccional é multiplicada por 1

c
.

A esfera Sn(r) para r > 0 é definida por

Sn(r) =
{
x ∈ Rn+1; 〈x, x〉 = r2

}
,

onde 〈., .〉 denota o produto interno canônico de Rn+1, o qual mune Sn(r) como uma métrica

Riemanniana. Pode-se provar que Sn(r) tem curvatura
1

r2
.

Antes de dar um modelo para o espaço hiperbólico definamos para cada 0 ≤ s ≤ n:

Rn,s :=

{
Rn munido com a forma bilinear: bn,s(−→x ,−→y ) = −

s∑
i=1

xiyi +
n∑

j=s+1

xjyj

}
,

onde −→x = (x1, . . . , xn) e −→y = (y1, . . . , yn). Pode-se verificar que bn,s é uma forma bilinear
simétrica não degenerada.
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O espaço hiperbólico Hn(r) para r < 0 é definido por

Hn(r) =
{−→x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1,1; 〈−→x ,−→x 〉 = −r2, x0 > 0

}
,

onde 〈., .〉 é a métrica pseudo-Riemannian definida por

〈v, w〉 = −v0w0 +
n∑
i=1

viwi.

Pode-se provar que Hn(r) tem curvatura − 1

r2
.

Seja Mn uma forma espacial com curvatura seccional constante c ∈ R. Então o reco-
brimento universal M̃ de M, com a métrica do recobrimento é isometrico a

Sn
(

1√
c

)
para c > 0;

Rn para c = 0;

Hn

(
1√
−c

)
para c < 0.

(Cf. Cap. 8, página 181 do [16]).

2.4 Imersões isométricas

Seja x : Mn −→ M
n+k

uma imersão, isto é, x é uma aplicação diferenciável e dxp :
TpM −→ Tx(p)M é injetiva para todo p ∈ M. Se M tem uma métrica Riemanniana, x
induz uma métrica Riemanniana em M, dada por

〈u, v〉p := 〈dxp(u), dxp(v)〉x(p) , u, v ∈ TpM.

Com efeito, como dxp é injetiva, 〈·, ·〉 é positivo definido. As demais condições da
definição de métrica Riemanniana podem ser facilmente verificadas.

A métrica de M é então chamada a métrica induzida por x e a aplicação x é dita
uma imersão isométrica. Pelo teorema da forma local das imersões, dado p ∈ M existe
um aberto U 3 p de M tal que x|U : U −→ M é um mergulho, ou seja, x(U) é uma
subvariedade de M; por este resultado é natural identificar os pontos de U com os pontos
de x(U) pensando x como uma inclusão. Com está identificação, o TpM é identificado com
dxp(TpM), ou seja, identificamos v ∈ TpM com dxp(v).

Tomando a métrica induzida em M, x torna-se uma isometria local e x|U torna-se
isometria sobre x(U). Com isto a aplicação dxp pode ser considerada como a inclusão ou
TpM ser considerado como subespaço vetorial do espaço vetorial Tx(p)M. Para cada p ∈M
tem-se,

TpM = TpM⊕ (TpM)⊥,
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onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM. Com isto, para cada X ∈ TpM,
existem unicos v ∈ TpM e w ∈ (TpM)⊥ tal que X = v + w. Chamaremos v a componente
tangencial de X e w a componente normal de X.

Consideremos ∇ como sendo a conexão Riemanniana de M. Denotemos por ∇ a
conexão Riemanniana em M induzida pela sua métrica. Prova-se que

∇XY = (∇XY )>, ∀X, Y ∈ X (M),

onde X e Y são extensões locais em M. Verifica-se que está é a conexão Riemanniana
relativa a métrica induzida em M.

Por outro lado, para X, Y campos vetoriais locais em M definimos a aplicação

α(X, Y ) = ∇XY −∇XY,

onde X e Y são extensões locais de X e Y , respectivamente, em M. A aplicação α está
bem definida e independe da extensão escolhida(veja [16], pag. 126), também prova-se que
α é bilinear e simétrica.

Se ξ é campo normal unitário num aberto U ⊂M e X, Y ∈ X (U), definimos uma forma
bilinear e simétrica Hξ : TpM× TpM −→ R por

Hξ(X, Y ) = 〈α(X, Y ), ξ〉.

A forma quadrática IIξ, definida em TpM por

IIξ(X) = Hξ(X,X),

é chamada segunda forma fundamental da imersão x segundo o vetor normal ξ; à forma
Hξ está associada a um operador linear auto-adjunto Aξ : TpM −→ TpM por

〈Aξ(X), Y 〉 = Hξ(X, Y ).

Dados p ∈M, X ∈ TpM e ξ ∈ (TpM)⊥, vale a seguinte igualdade:

Aξ(X) = −(∇Xξ)
>.

Além disso, a componente normal de ∇Xξ é chamada a conexão normal ∇⊥ da imersão,
de modo que temos a seguinte igualdade:

∇⊥Xξ = (∇Xξ)
N = ∇Xξ − (∇Xξ)

> = ∇Xξ + Aξ(X).

Observação 2.4.1. Se a codimensão for 1 podemos dispensar o ı́ndice ξ. Então,

A(X) = −(∇Xξ)
>,

onde A é chamado operador forma.
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Por outro lado, consideremos x : Mn −→M
n+k

uma imersão isométrica e seja
{e1, . . . , en, en+1, . . . , en+k}, um referencial ortogonal tangente a M numa vizinhança de
p ∈Mn, adaptado a M, ou seja, com {e1, . . . , en} tangente a Mne {en+1, . . . , en+k} normal
à M. Certamente, para cada campo normal N sobre Mn tem-se

〈AN(X), Y 〉 = HN(X, Y ) = 〈α(X, Y ), N〉.

Podemos expressar α(X, Y ) da seguinte forma

α(X, Y ) =
n+k∑
θ=n+1

hθ(X, Y ) eθ.

Denotemos por

hθij = hθ(ei, ej), i, j = 1, . . . , n,

isto é,

hθij = 〈α(ei, ej), eθ〉 = 〈Aeθ(ei), ej〉,

com i, j = 1, . . . , n e θ = n + 1, . . . , n + k. Podemos notar que sendo Aeθ auto-adjunta,
segue-se que hθij = hθji.

Para cada θ fixado, θ = n+ 1, . . . , n+ k e p ∈M, a matriz (hθij(p)) é chamada Matriz
da Segunda Forma Fundamental relativa a eθ em relação a base {ei}, i = 1, . . . , n, no ponto
p. No caso em que k = 1, temos a seguinte igualdade:〈

∇eiej, ξ
〉

= hij.

Com efeito,

〈ej, ξ〉 = 0, ∀ i, j = 1, 2, . . . , n

ei 〈ej, ξ〉 = 0,〈
∇eiej, ξ

〉
+
〈
ej,∇eiξ

〉
= 0〈

∇eiej, ξ
〉

= −
〈
ej,∇eiξ

〉
= −

〈
ej,∇ei

>
ξ +∇ei

⊥
ξ
〉

= −
〈
ej,∇ei

>
ξ
〉
−
〈
ej,∇ei

⊥
ξ
〉

=
〈
ej,−∇ei

>
ξ
〉

= 〈ej, Aei〉〈
∇eiej, ξ

〉
= hij.

As equações básicas para subvariedades são: a equação de Gauss, de Codazzi e Ricci. A
seguir enunciaremos as equações de Gauss e Codazzi, dando como referência o texto [14].
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Proposição 2.4.1. ( Equação de Gauss)

〈R (X, Y )Z,W 〉 =
〈
R (X, Y )Z,W

〉
+ 〈α(X,W ), α(Y, Z)〉 − 〈α(X,Z), α(Y,W )〉 ,

onde R e R são os tensores de curvatura de M e M, respectivamente. Em particular,
se K(X, Y ) = 〈R (X, Y )Y,X〉 e K(X, Y ) =

〈
R (X, Y )Y,X

〉
denotam as curvaturas sec-

cionais em M e M do plano gerado pelos vetores ortonormais X, Y ∈ TpM, a equação de
Gauss toma a forma

K(X, Y ) = K(X, Y ) + 〈α(X,X), α(Y, Y )〉 − ‖α(X, Y )‖2.

No caso em que M é uma forma espacial , isto é, M(c), a equação de Gauss toma a
forma:

〈R (X, Y )Z,W 〉 = c 〈(X ∧ Y )Z,W 〉+ 〈α(X,W ), α(Y, Z)〉 − 〈α(X,Z), α(Y,W )〉 .

Proposição 2.4.2. (Equação de Codazzi)(
R (X, Y )Z

)⊥
=
(
∇⊥Xα

)
(Y, Z)−

(
∇⊥Y α

)
(X,Z),

onde por definição(
∇⊥Xα

)
(Y, Z) = ∇⊥Xα(Y, Z)− α(∇XY, Z)− α(Y,∇XZ).

No caso em que M é uma forma espacial , isto é, M(c), a equação de Codazzi toma a
seguinte forma:

∇XA (Y, ξ) = ∇YA (X, ξ) .

2.5 Operadores diferenciais sobre variedades Rieman-

nianas.

2.5.1 Gradiente

Definição 2.5.1. Seja f ∈ D(M). O gradiente de f , denotado por grad f , é o único
campo vetorial em M dado pela seguinte condição:

〈grad f,X〉 := X(f) = df(X),∀ X ∈ X (M).

Da definição tem-se

(i) grad (f + g) = grad f + grad g ∀ f, g ∈ D(M).

Com efeito,

〈grad (f + g), X〉 = X(f + g),

= X(f) +X(g),

= 〈grad f,X〉+ 〈grad g,X〉,
= 〈grad f + grad g,X〉.
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(ii) grad (fg) = f grad g + g grad f ∀ f, g ∈ D(M).

De fato,

〈grad (fg), X〉 = X(fg),

= f X(g) + g X(f),

= f〈grad g,X〉+ g〈grad f,X〉,
= 〈f grad g,X〉+ 〈g grad f,X〉,
= 〈f grad g + g grad f,X〉.

Observação 2.5.1. (Referencial móvel) Sejam Mn uma variedade Riemanniana de di-
mensão n, e p ∈ M. Então existem uma vizinhança U ⊂ M de p e n campos de vetores
e1, · · · , en ∈ X (U), tais que 〈ei, ej〉 = δij, ∀ i, j = 1, · · · , n. O conjunto {e1, · · · , en} é
chamado de referencial ortonormal local, se além de disso (∇ei ej)(p) = 0, ∀ i, j = 1, · · · , n,

então dizemos que {e1, · · · , en} é um referencial geodésico em p.

Proposição 2.5.1. Se {e1, · · · , en} é um referencial ortonormal local em M, então

grad f =
n∑
i=1

ei(f)ei. (2.1)

Demonstração. Escrevendo grad f =
n∑
i=1

αiei, temos que

ej(f) = 〈grad f, ej〉 = 〈
n∑
i=1

αiei, ej〉 = αj.

Logo,

grad f =
n∑
i=1

ei(f)ei.

�

2.5.2 Divergente

Definição 2.5.2. Seja M uma variedade Riemanniana munida da conexão ∇. Para cada
X ∈ X (M) definimos o divergente de X, denotado por div X, dada por

div : X (M) −→ C∞(M,R)
X 7−→ (div X)(p) := traço (Y 7−→ ∇YX), onde Y ∈ TpM.

Decorre da definição que, para quaisquer X,Z ∈ X (M) e qualquer f ∈ D(M):
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(i) div (X + Z) = div (X) + div (Z).

Com efeito,

div (X + Z) = traço (Y 7−→ ∇Y (X + Z)),

= traço (Y 7−→ ∇YX +∇YZ),

= traço (Y 7−→ ∇YX) + traço (Y 7−→ ∇YZ),

= div (X) + div (Z).

(ii) div (fX) = fdiv (X) + 〈grad f,X〉.
De fato, pois

div (fX) = traço (Y 7−→ ∇Y (fX)),

=
n∑
i=1

〈ei,∇ei(fX)〉 ,

=
n∑
i=1

〈ei, f∇eiX + ei(f)X〉 ,

=
n∑
i=1

〈ei, f∇eiX〉+
n∑
i=1

〈ei, ei(f)X〉 ,

= f
n∑
i=1

〈ei,∇eiX〉+
n∑
i=1

〈ei(f)ei, X〉 ,

= f [traço (Y 7−→ ∇YX)] +

〈
n∑
i=1

ei(f)ei, X

〉
,

= fdiv (X) + 〈grad f,X〉 .

Proposição 2.5.2. Se X =
n∑
i=1

Xiei, onde {e1, · · · , en} é um referencial ortonormal local

em M, então

div X =
n∑
i=1

(ei(Xi)− 〈∇eiei, X〉). (2.2)

Demonstração. Temos,

div X =
n∑
i=1

〈∇eiX, ei〉 =
n∑
i=1

〈∇ei(
n∑
j=1

Xjej), ei〉,

=
n∑

i,j=1

〈ei(Xj)ej, ei〉+
n∑

i,j=1

Xj〈∇eiej, ei〉.
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Como 〈ei, ej〉 = δij, tem-se que

0 = ei〈ei, ej〉 = 〈∇eiei, ej〉+ 〈ei,∇eiej〉,
ou seja,

〈∇eiei, ej〉 = −〈ei,∇eiej〉.
Dáı,

div X =
n∑
i=1

ei(Xi)−
n∑

i,j=1

Xj〈∇eiei, ej〉,

=
n∑
i=1

ei(Xi)−
n∑
i=1

〈∇eiei,

n∑
i=1

Xjej〉.

Logo,

div X =
n∑
i=1

(ei(Xi)− 〈∇eiei, X〉).

�

Teorema 2.5.1. (Da divergência I) Seja X um campo vetorial C1(M) em M com suporte
compacto, sem nenhuma condição sobre a orientabilidade de M temos:∫

M

div (X)dV = 0.

Demonstração. Ver [12], página 149. �

2.5.3 O operador de Laplace

Definição 2.5.3. Seja M uma variedade Riemanniana munida da conexão ∇. O operador
de Laplace, define-se por

∆ : D(M) −→ D(M)
f 7−→ ∆f := div (grad f).

Decorre das propriedades do gradiente e do divergente que:

(i) ∆(f + g) = ∆f + ∆g.

Com efeito,

∆(f + g) = div (grad (f + g)),

= div (grad f + grad g),

= div (grad f) + div (grad g),

= ∆f + ∆g.
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(ii) ∆(fg) = f∆g + g∆f + 2〈 grad f, grad g〉, para quaisquer f, g ∈ D(M).

De fato, pois

∆(fg) = div ( grad (fg)),

= div (f grad g + g grad f),

= div (f grad g) + div (g grad f),

= fdiv ( grad g) + 〈 grad f, grad g〉+ gdiv ( grad f) + 〈 grad g, grad f〉 ,
= f∆g + g∆f + 2〈 grad f, grad g〉.

Proposição 2.5.3. Se {e1, · · · , en} é um referencial ortonormal local em M, então

∆f =
n∑
i=1

(ei(ei(f))− (∇eiei)(f)).

Demonstração. Por definição

∆f = div ( grad f),

por (2.2) e usando 2.1:

∆f =
n∑
i=1

(ei(ei(f))− 〈∇eiei, grad f〉)

da definição de gradiente

∆f =
n∑
i=1

(ei(ei(f))− (∇eiei)(f)).

�

2.5.4 Hessiano

Definição 2.5.4. Seja M uma variedade Riemanniana munida da conexão ∇ e f ∈ D(M).
Definimos o Hessiano de f em p ∈ M, denotado por (Hessf)p como o operador linear
(Hessf)p : TpM −→ TpM, dado por:

(Hessf)X = ∇Xgrad f, ∀ X ∈ TpM.

Verifica-se que 〈(Hessf)pX, Y 〉 = 〈X, (Hessf)pY 〉, mostrando que o (Hessf)p é auto-
adjunto e portanto determina uma forma bilinear simétrica em TpM.

Hess fp(X, Y ) = 〈∇Xgrad fp, Y 〉.
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Observemos que

Hess fp(X, Y ) = 〈∇Xgrad fp, Y 〉;

por ser a conexão compat́ıvel com a métrica, num ponto p ∈M, temos:

Hess f(X, Y ) = X〈grad f, Y 〉 − 〈grad f,∇XY 〉;

mas sabemos que 〈grad f, Z〉 = Z(f), ∀Z ∈ X (M), de onde:

Hess f(X, Y ) = X(Y (f))− (∇XY ) (f).

Em particular se {e1, . . . , en} é um referencial geodésico num ponto p ∈M,

Hess f(ei, ej) = ei(ej(f))− (∇eiej) (f).

Portanto,

Hess fp(ei, ej) = ei(ej(f))p,

denotando Hess fp(ei, ej) por fij, segue-se que

fij(p) = Hess fp(ei, ej) = ei(ej(f))p.

2.6 Operadores lineares eĺıpticos de segunda ordem

Um multi-indice é um vetor α = (α1, α2, . . . , αn) satisfazendo αi ∈ Z+. Quando α e β
denotam multi-indices usaremos a notação α ≥ β para indicar que αi ≥ βi para cada i.
Para qualquer multi-indice α define-se:

|α| =α1 + α2 + · · ·+ αn;

α! =α1! α2! . . . αn!.

Por outro lado, para qualquer x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, define-se

xα =xα1
1 xα2

2 . . . xαnn .

Usaremos a seguinte notação para escrever equações diferenciais parciais

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαnn
.
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Por exemplo quando α = (1, 2), temos

Dα u =
∂3u

∂x1 ∂x2
2

,

onde u : Rn → R é uma função.
Considere agora um operador diferencial linear

L(x, D)u =
∑
|α|≤m

aα(x)Dαu, (2.3)

onde u : Rn → R. Com este operador agindo em funções vamos associar-lhe um operador
algebrico, chamado de o simbolo.

Definição 2.6.1. O simbolo da expressão L(x, D), definida em (2.3) é

L(x, iξ) :=
∑
|α|=m

aα(x) (iξ)α.

A parte principal do simbolo define-se por

Lp(x, iξ) :=
∑
|α|≤m

aα(x) (iξ)α.

O simbolo nos diz como um operador diferencial age nas funções que tem seu suporte
contido numa pequena vizinhança do ponto x. Se os coeficientes são suaves, então eles são
aproximadamente constantes naquela pequena vizinhança. Por outro lado, se a função u
varia rapidamente, então suas derivadas de maior ordem dominam sobre as derivadas de
menor ordem, logo a parte principal contem os termos mais importantes. A classificação
das equações diferenciais parciais em classes baseia-se na parte principal do simbolo.

Agora, seja Ω um conjunto aberto e não vazio de Rn. Diz-se que um operador linear
em derivadas parciais é de ordem dois, se é da forma:

L u(z) :=
n∑

i,j=1

aij(z) ∂j
(
aij(z) ∂i u(z)

)
+

n∑
i=1

bi(z) ∂i u(z) + c(z) u(z) (2.4)

ou

L u(z) :=
n∑

i,j=1

aij(z) ∂i∂j u(z) +
n∑
i=1

bi(z) ∂i u(z) + c(z) u(z), (2.5)

onde aij, bi, c : Ω→ R são funções mensuráveis
u ∈ C2(Ω) e z ∈ Ω. O operador que é da forma (2.4) chama-se de operador na forma
”divergente” e o operador que é da forma (2.5) chama-se de operador na forma ”não diver-
gente”. Observamos ainda que se as funções aij são funções C1(Ω), então um operador dado
na forma divergente pode ser expressado na forma de não divergente, e reciprocamente.
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Sem perda de generalidade, podemos supor que aij(z) = aji(z), de forma que a matriz

A(z) :=
(
aij

)
i,j=1,··· ,n

é simétrica. L diz-se eĺıptico em Ω se
∑n

i,j=1 aij(z) ξi ξj > 0 para todo z ∈ Ω e para todo
0 6= ξ ∈ Rn. Para qualquer z ∈ Ω existe

λ(z) := min{aij(z) ξi ξj ; |ξ| = 1},

λ(z) deve ser positivo (na verdade é o menor auto-valor de A(z)). De modo que podemos
expressar a elipticidade, na seguinte forma: o operador L é eĺıptico em z ∈ Ω se existe um
número λ(z) > 0 tal que

n∑
i,j=1

aij(z) ξi ξj ≥ λ(z) |ξ|2, ∀ξ ∈ Rn.

Diremos que L é eĺıptico em Ω, se é eĺıptico em cada z ∈ Ω e diremos que o operador L é
uniformemente eĺıptico em Ω, se existe uma constante λ0 > 0 tal que λ(z) ≥ λ0 para cada
z ∈ Ω.

Observação 2.6.1. É possivel demonstrar que ∆ é auto–adjunto relativo a C2(M, g) e
que é eliptico.

Seja M uma variedade conexa, com fecho compacto e fronteira suave. O problema de
Dirichlet de auto-valores consiste em encontrar todos os números reais λ tais que exista
uma solução não trivial ϕ ∈ C2(M)

⋂
C0(M) satisfazendo{
∆ϕ+ λϕ = 0

ϕ|∂M = 0
(2.6)

O Espetro de uma variedade Riemanniana (M, g) para o problema 2.6 é o conjunto

Spec(M) = {λ ∈ R; ∃ϕ ∈ C2(M) ∩ C0(M) satisfazendo 2.6}

Os números λ ∈ Spec(M) são chamados de auto-valores e as soluções associadas aos λ
são as auto-funções.

Proposição 2.6.1. O espectro de uma variedade Riemanniana é discreto iniciando-se
com o valor 0 e tendo +∞ como seu único ponto de acumulação, será conveniente listar
os auto-valores da seguinte forma 0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . com repetições apropriadas
para os casos degenerados, cada auto–valor neste espectro tem multiplicidade finita. As
auto–funções associadas a estes auto–valores são funções C∞.
Seja Ej o auto–espaço correspondente ao auto–valor λj, então dim Ej < +∞ e Ej é subspaço
de C∞(M).
Podemos escolher os auto–espaços Ej de modo que formem uma base ortonormal para
C2(M, g) e a soma direta destes espaços é todo C2(M, g).

Demonstração: Veja [9]. �
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Caṕıtulo 3

O operador Lr

3.1 Identidades de Newton

Definição 3.1.1. As somas de potências wr : Rn → R, são definidas por

wr(X) = wr(x1, . . . , xn) :=
n∑
i=1

(xi)
r,

e observe que w0(X) = n.

A próxima proposição relacionará as funções wr(X) com as funções simétricas Sk(X).

Proposição 3.1.1 (Identidades de Newton). Dado X ∈ Rn, então:

w1(X) = S1(X),

w2(X) = S1(X)w1(X)− 2S2(X),

w3(X) = S1(X)w2(X)− S2(X)w1(X) + 3S3(X),

...
...

em geral, 
r−1∑
k=0

(−1)kSk(X)wr−k(X) + (−1)rrSr(X) = 0 , se 1 ≤ r ≤ n,

n∑
k=0

(−1)kSk(X)wr−k(X) = 0 , se r > n.

Demonstração. Seja g : R→ R definida por

g(t) =
n∏
j=1

(1 + txj) = 1 + S1(X)t+ S2(X)t2 + · · ·+ Sn(X)tn,
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onde X = (x1, . . . , xn).

g′(t)

g(t)
=

d

dt
log g(t) =

n∑
j=1

d

dt
log(1 + txj) =

n∑
j=1

xj
1 + txj

usando que
xj

1 + txj
=
∞∑
k=0

(−1)k (xj)
k+1 tk, temos

g′(t)

g(t)
=

n∑
j=1

∞∑
k=0

(−1)k (xj)
k+1 tk

=
∞∑
k=0

(−1)k wk+1(X) tk.

Donde,

g′(t) =

(
∞∑
k=0

(−1)k wk+1(X) tk

)
g(t).

Também temos,

g′(t) = S1(X) + 2S2(X)t+ · · ·+ nSn(X)tn−1.

Comparando os coeficientes das potências de tk obtemos as identidades de Newton. �

3.2 Os polinômios de Newton.

Definição 3.2.1. Seja A um operador auto-adjunto. O r-ésimo polinômio simétrico asso-
ciado a A, é a função Sr : Rn −→ R definida por

Sr =


1, se r = 0∑

1≤i1<···<ir≤n

ki1 . . . kin , se r ∈ {1, · · · , n}

0, se r ∈ Z− {0, · · · , n},
onde k1, · · · , kn são os auto-valores do operador auto-adjunto A.

Seja A um operador auto-adjunto e considere {e1, · · · , en} uma base ortonormal de A,
isto é, Aei = kiei.

Define-se
Ai := A

∣∣
span{ei}⊥

,

isto é, Ai é a restrição de A ao subespaço normal a ei.
Denotamos por Sr(Ai) a r-ésima função simétrica associada a Ai. Pode-se verificar que

Sr+1(Ai) = Sr+1 − kiSr(Ai). (3.1)
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Definição 3.2.2. Seja x : Mn → M
n+1

uma imersão isométrica e A a segunda forma
fundamental de x. Para cada r ∈ {0, 1, 2, · · · , n − 1} definimos de forma recursiva os
polinômios de Newton Pr : TpM→ TpM, por:

P0 = I

P1 = S1I − A
...

Pr = SrI − APr−1, r > 1.

Segue-se da fórmula de recorrêcia dada acima que

Pr =
r∑
j=0

(−1)jSr−jA
j.

Proposição 3.2.1. Seja x : Mn → M
n+1

uma imersão isométrica entre duas variedades
Riemannianas e seja A o operador linear associado à segunda forma fundamental. Os
polinômios de Newton associado a A satisfazem:

(a) Pr(ei) = Sr(Ai) ei; para cada 1 ≤ i ≤ n;

(b) traço(Pr) = (n− r)Sr;

(c) traço(APr) = (r + 1)Sr+1;

(d) traço(APr) =
n∑
k=1

λkSr(Ak);

(e) traço(A2Pr) = S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2;

(f) traço(A2Pr) =
n∑
k=1

λ2
kSr(Ak).

Demonstração. a) Faremos a prova por indução sobre r. Para r = 1, temos P1 = S1I −A.
Portanto,

P1(ei) = S1ei − Aei,
= S1ei − kiei,
= (S1 − ki)ei,
= (k1 + · · ·+ k̂i + · · ·+ kn),

= S1(Ai)ei.
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Suponhamos que vale para r − 1, isto é, Pr−1(ei) = Sr−1(Ai)ei. Então

Pr(ei) = Srei − APr−1ei,

= Srei − A(Sr−1(Ai)ei),

= (Sr − Sr−1(Ai)ki)ei,

= Sr(Ai)ei.

b) Seja λk um auto-valor e vk seu correspondente auto-vetor associado a segunda forma
fundamental A (isto é, Avk = λkvk , com 〈vi, vj〉 = δij); pela definição do traço de um
operador temos:

traço (Pr) =
n∑
k=1

〈Prvk, vk〉 =
n∑
k=1

〈
r∑
j=0

(−1)jSr−jA
jvk, vk〉

=
n∑
k=1

r∑
j=0

(−1)j Sr−j λ
j
k 〈vk, vk〉

=
r∑
j=0

(−1)j Sr−j

(
n∑
k=1

(λk)
j

)
=

r∑
j=0

(−1)j Sr−jwj(A)

= nSr +
r∑
j=1

(−1)j Sr−jwj(A)

= nSr +
r−1∑
k=0

(−1)r−kSkwr−k(A) (fizemos k = r − j)

= nSr + (−1)r
r−1∑
k=0

(−1)kSkwr−k(A).

Usando as identidades de Newton

r−1∑
k=0

(−1)kSkwr−k(A) = −(−1)rrSr

temos:

traço (Pr) = nSr + (−1)r(−1)(−1)rrSr = (n− r)Sr.

c) Da identidade Pr+1 = Sr+1I − APr, segue-se que APr = Sr+1I − Pr+1. Tomando o
traço, temos que

traço(APr) = Sr+1traço(I)− traço(Pr+1),

= nSr+1 − traço(Pr+1).
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Usando a parte (b) obtemos

traço(APr) = nSr+1 − (n− (r + 1))Sr+1,

= (n− n+ r + 1)Sr+1,

= (r + 1)Sr+1.

d) Seja λk um auto-valor e vk seu correspondente auto-vetor associado a segunda forma
fundamental A (isto é, Avk = λkvk , com 〈vi, vj〉 = δij); pela definição do traço de um
operador temos:

traço(APr) =
n∑
k=1

〈APrvk, vk〉 ,

=
n∑
k=1

〈Prvk, Avk〉 ,

=
n∑
k=1

〈Sr(Ak)vk, λkvk〉 ,

=
n∑
k=1

λkSr(Ak) 〈vk, vk〉 ,

=
n∑
k=1

λkSr(Ak).

e) Da identidade Pr+1 = Sr+1I − APr, segue-se que APr+1 = Sr+1A− A2Pr.
Assim, temos que A2Pr = Sr+1A− APr+1. Tomando o traço, temos que

traço(A2Pr) = Sr+1traço(A)− traço(APr+1),

= Sr+1S1 − [(r + 1) + 1]S(r+1)+1,

= S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2.

f) Seja λk um auto-valor e vk seu correspondente auto-vetor associado a segunda forma
fundamental A (isto é, Avk = λkvk , com 〈vi, vj〉 = δij); pela definição do traço de um
operador temos:

traço(A2Pr) =
n∑
k=1

〈
A2Prvk, vk

〉
,

=
n∑
k=1

〈
Prvk, A

2vk
〉
,

=
n∑
k=1

〈
Sr(Ak)vk, λ

2
kvk
〉
,
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=
n∑
k=1

λ2
kSr(Ak) 〈vk, vk〉 ,

=
n∑
k=1

λ2
kSr(Ak).

o que completa a demonstração. �

3.3 O operador Lr

Definição 3.3.1. Considere Mn uma variedade orientável conexa e diferenciável e x :

Mn →M
n+1

uma imersão isométrica. Define-se o operador diferencial de segunda ordem

Lr : C∞(M,R)→ C∞(M,R)

em cada ponto p ∈Mn, como sendo:

Lr(f)(p) =

traço

((
Pr Hess(f)

)
(p)

)
, r ∈ {0, · · · , n− 1};

0 , r ∈ Z \ {0, · · · , n− 1};

onde A é a segunda forma fundamental associada a um campo vetorial normal unitário N
globalmente definido.

Esse operador foi introduzido por Cheng e Yau (Veja [13]). Na literatura este operador
é chamado o operador Lr. (Veja [5], [22])

Lema 3.3.1. Seja x : Mn −→M
n+1

(c) uma imersão isométrica, então temos que

traço (u 7−→ ∇uPr ei) = traço (u 7−→ ∇
Pru

ei),

onde {ei} para i = 1, 2, . . . , n é um referencial ortonormal numa vizinhança de um ponto
p fixado.

Demonstração. Para todo u ∈ TpM, temos

∇Pru ek = ∇∑r
j=0(−1)jSr−jAju ek,

=
r∑
j=0

(−1)jSr−j∇(Aju) ek,

como u ∈ TpM, então u =
n∑
i=1

aiei, assim
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∇Pru ek =
r∑
j=0

(−1)jSr−j∇(Aj
∑n
i=1 aiei)

ek,

=
r∑
j=0

(−1)jSr−j∇(
∑n
i=1 aiA

jei) ek,

mas Ajei = λi
jei, então

∇Pru ek =
r∑
j=0

(−1)jSr−j∇(
∑n
i=1 aiλi

jei)
ek,

=
r∑
j=0

(−1)jSr−j

n∑
i=1

aiλi
j∇ei ek,

como ∇ei ek = 0, então
∇Pru ek = 0.

Portanto,
traço (u 7−→ ∇Pru ei) = 0.

Logo nossa Proposição é equivalente a mostrar que

traço (u 7−→ ∇uPr ei) = 0.

Portanto,
traço (u 7−→ ∇uPr ei) = traço (u 7−→ ∇Pru ei)

m

traço (u 7−→ ∇uPr ei) = 0.

Por outro lado Pr = SrI − Pr−1A, então

traço (u 7−→ ∇uPr ei) = 0

m

traço (u 7−→ ∇u(SrI − Pr−1A)ei) = 0

m

traço (u 7−→ ∇uSrei) = traço (u 7−→ ∇uPr−1Aei).

De onde temos as seguintes equivalências:

traço (u 7−→ ∇uPr ei) = traço (u 7−→ ∇Pru ei) (I)

m
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traço (u 7−→ ∇uPr ei) = 0 (II)

m

traço (u 7−→ ∇uSrei) = traço (u 7−→ ∇uPr−1Aei). (III)

A prova do nosso Lema será feita por indução.

(i) Vejamos o caso r = 1 e para esté caso provaremos a identidade (III).

Para r = 1, devemos mostrar que

traço (u 7−→ ∇uS1ek = traço (u 7−→ ∇uAek) =
n∑
i=1

〈ei,∇eiAek〉

Como ei diagonaliza a segunda forma fundamental (isto é, Aei = λiei), o fato do
referencial ser geodésico e usando a equação de codazzi, temos que:

traço (u 7−→ ∇uAek) =
n∑
i=1

〈ei,∇eiAek〉 ,

=
n∑
i=1

〈ei,∇ekAei〉 ,

=
n∑
i=1

〈ei,∇ekλiei〉 ,

=
n∑
i=1

〈ei, λi∇ekei + ek(λi)ei〉 ,

=
n∑
i=1

〈ei, λi∇ekei〉+
n∑
i=1

〈ei, ek(λi)ei〉 ,

= 0 +
n∑
i=1

〈ei, ek(λi)ei〉 ,

=
n∑
i=1

ek(λi) 〈ei, ei〉 ,

=
n∑
i=1

ek(λi),

=
n∑
i=1

〈grad λi, ek〉 ,
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traço (u 7−→ ∇uAek) =

〈
grad (

n∑
i=1

λi), ek

〉
,

= 〈grad (S1), ek〉 ,
= ek(S1).

Por outro lado,

traço (u 7−→ ∇uS1ek) =
n∑
i=1

〈ei,∇eiS1ek〉 ,

=
n∑
i=1

〈ei, S1∇eiek + ei(S1)ek〉 ,

=
n∑
i=1

〈ei, S1∇eiek〉+
n∑
i=1

〈ei, ei(S1)ek〉 ,

= 0 +
n∑
i=1

〈ei, ei(S1)ek〉 ,

=
n∑
i=1

ei(S1) 〈ei, ek〉 ,

= ek(S1) 〈ek, ek〉 ,
= ek(S1).

Isto mostra que

traço (u 7−→ ∇uS1ek = traço (u 7−→ ∇uAek).

(ii) vamos supor que vale para r − 1, isto significa que as identidades (I), (II) e (III)
são todas validas para r − 1.

(iii) Vamos mostrar que vale para r.

Vamos verificar que vale para a identidade (III). Por um lado,

traço (u 7−→ ∇uSrek) =
n∑
i=1

〈ei,∇eiSrek〉 ,

mas (∇eiSr)ek = ∇eiSrek − Sr∇eiek.

Por ser referencial gedésico ∇eiek = 0, então

(∇eiSr)ek = ∇eiSrek.
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Dáı,

traço (u 7−→ ∇uSrek) =
n∑
i=1

〈ei, (∇eiSr)ek〉 ,

=
n∑
i=1

(∇eiSr) 〈ei, ek〉 ,

= ∇ekSr 〈ek, ek〉 ,
= ∇ekSr.

Falta mostrar que
traço (u 7−→ ∇uPr−1Aek) = ∇ekSr.

Mas,

traço (u 7−→ ∇uPr−1Aek) =
n∑
i=1

〈ei,∇eiPr−1Aek〉 ,

como nossa identidade (I) é valida para r − 1, temos que

n∑
i=1

〈ei,∇eiPr−1Aek〉 =
n∑
i=1

〈
ei,∇Pr−1eiAek

〉
=

n∑
i=1

〈ei, Pr−1∇eiAek〉 .

Por ser um referencial geodésico e usando codazzi temos que

n∑
i=1

〈ei, Pr−1∇eiAek〉 =
n∑
i=1

〈ei, Pr−1∇ekAei〉 .

Assim,

traço (u 7−→ ∇uPr−1Aek) =
n∑
i=1

〈ei, Pr−1∇ekAei〉 ,

onde nos resta mostrar que

n∑
i=1

〈ei, Pr−1∇ekAei〉 = ∇ekSr,

como Pr−1 é auto-adjunto, então

n∑
i=1

〈ei, Pr−1∇ekAei〉 =
n∑
i=1

〈Pr−1ei,∇ekAei〉 ,
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mas Pr−1ei = Sr−1(Ai)ei e Ai = λiei, então

n∑
i=1

〈Pr−1ei,∇ekAei〉 =
n∑
i=1

〈Sr−1(Ai)ei,∇ekλiei〉 =
n∑
i=1

Sr−1(Ai) 〈ei,∇ekλiei〉 ,

mas (∇ekλi)ei = ∇ekλiei − λi∇ekei.

Por ser referencial geodésico ∇ekei = 0, então

(∇ekλi)ei = ∇ekλiei.

Dáı,

n∑
i=1

〈ei, Pr−1∇ekAei〉 =
n∑
i=1

Sr−1(Ai) 〈ei, (∇ekλi)ei〉 ,

=
n∑
i=1

Sr−1(Ai)(∇ekλi) 〈ei, ei〉 ,

=
n∑
i=1

Sr−1(Ai)(∇ekλi),

= ∇ekSr.

Assim, fica provado o nosso Lema.

�

Proposição 3.3.1. Seja x : Mn −→M
n+1

(c) uma imersão isométrica, então temos que

traço (u 7−→ ∇uPr v) = traço (u 7−→ ∇Pru v),

onde u e v são campos diferenciais em M.

Demonstração. Já que nosso Lema é verdadeiro para um ek vejamos que ele é válido para
um λek, assim pela propriedade das conexões,

∇Pruλek = λ∇Pruek + (Pru)(λ)ek,

de onde,

traço (u 7−→ ∇Pr(u) λek) = traço (u 7−→ λ∇Pruek + (Pru)(λ)ek),

= traço (u 7−→ λ∇Pruek) + traço (u 7−→ (Pru)(λ)ek),

= λ traço (u 7−→ ∇Pruek) + traço (u 7−→ (Pru)(λ)ek),

pelo Lema anterior, temos
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traço (u 7−→ ∇Pr(u) λek) =λ traço (u 7−→ ∇uPrek) + traço (u 7−→ (Pru)(λ)ek),

= traço (u 7−→ λ∇uPrek) + traço (u 7−→ (Pru)(λ)ek),

mas por definição,

traço (u 7−→ (Pru)(λ)ek) =
n∑
i=1

〈ei, (Prei)(λ)ek〉 ,

=
n∑
i=1

〈ei, 〈grad λ, Prei〉 ek〉 .

Mas Prei = Sr(Ai)ei, então

traço (u 7−→ (Pru)(λ)ek) =
n∑
i=1

〈ei, 〈grad λ, Sr(Ai)ei〉 ek〉 ,

=
n∑
i=1

〈ei, Sr(Ai) 〈grad λ, ei〉 ek〉 ,

=
n∑
i=1

〈Sr(Ai)ei, 〈grad λ, ei〉 ek〉 ,

=
n∑
i=1

〈Prei, 〈grad λ, ei〉 ek〉 ,

por ser Pr auto-adjunto, temos

traço (u 7−→ (Pru)(λ)ek) =
n∑
i=1

〈ei, 〈grad λ, ei〉Prek〉 ,

=
n∑
i=1

〈ei, ei(λ)Prek〉 ,

= traço (u 7−→ u(λ)Prek).

Assim, temos que

traço (u 7−→ ∇Pr(u) λek) = traço (u 7−→ λ∇u Prek) + traço (u 7−→ u(λ)Prek),

= traço (u 7−→ ∇u λPrek),

= traço (u 7−→ ∇u Pr(λek)).

Finalmente para cada v ∈ TpM temos que v =
n∑
i=1

aiei, assim
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traço (u 7−→ ∇Pru v) = traço (u 7−→ ∇Pru

n∑
i=1

aiei),

=
n∑
i=1

traço (u 7−→ ∇Pru aiei),

=
n∑
i=1

traço (u 7−→ ∇u Pr(aiei)),

= traço (u 7−→ ∇u

n∑
i=1

Pr(aiei)),

= traço (u 7−→ ∇u Pr(
n∑
i=1

aiei)),

= traço (u 7−→ ∇u Prv).

�

Quando a variedade ambiente é uma forma espacial M(c) simplesmente conexa com
curvatura seccional constante c, provaremos que Lr(f) = div (Pr grad f):

Teorema 3.3.1. Sejam Mn uma variedade orientável conexa e diferenciável e x : Mn →
M

n+1
(c) uma imersão isométrica. Para qualquer número inteiro r ∈ [0, n− 1] e qualquer

função f ∈ D(M), tem-se

Lr(f)(p) = div
M

((
Pr grad

M
(f)
)

(p)

)
∀p ∈M,

onde A é a segunda forma fundamental associada a um campo vetorial normal unitário N
globalmente definido.

Demonstração.

Lr(f) = traço (Pr Hessf)

=
n∑
i=1

〈ei, Pr Hessfei〉

=
n∑
i=1

〈ei, Pr(∇ei grad f)〉

=
n∑
i=1

〈Prei,∇ei grad f〉

=
n∑
i=1

〈Sr(Ai)ei,∇ei grad f〉
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=
n∑
i=1

〈ei, Sr(Ai)∇ei grad f〉

=
n∑
i=1

〈
ei,∇Sr(Ai)ei grad f

〉
=

n∑
i=1

〈ei,∇Prei grad f〉

= traço (u 7−→ ∇Pru grad f)

pela Proposição 3.3.1, temos que

= traço (u 7−→ ∇u Prgrad f)

= div (Pr grad f).

�

Observamos que

L0(f) = traço (P0 Hessf) = traço (Hessf) = ∆f.

Podemos considerar Lr como uma extensão do Laplaciano.

Lema 3.3.2. ([5]) Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensão n, compacta e sem

bordo. Considere x : Mn −→ M
n+1

(c) uma imersão isométrica de M em uma forma
espacial de dimensão n+ 1 e curvatura seccional c, então∫

M

Lr(f)dM = 0, ∀f ∈ D(M); (3.2)

e ∫
M

fLr(g)dM = −
∫
M

〈Prgrad f, grad g〉dM, ∀f, g ∈ D(M). (3.3)

Demonstração.∫
M

Lr(f)dM =

∫
M

div (Pr grad f)dM,

a igualdade (3.2) segue-se diretamente do Teorema da Divergência.∫
M

fLr(g)dM =

∫
M

f div (Pr grad g)dM
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de f div (X) = div (fX)− 〈grad f,X〉 segue-se que∫
M

fLr(g)dM =

∫
M

{ div (fPr grad g)− 〈grad f, Pr grad g〉} dM,

pelo Teorema da Divergência∫
M

fLr(g)dM = −
∫
M

〈grad f, Pr grad g〉 dM

como Pr é auto-adjunto∫
M

fLr(g)dM = −
∫
M

〈Pr grad f, grad g〉 dM.

�

Observação 3.3.1. O Lema 3.3.2 também é válido quando M não for compacta, porém
f tem suporte compacto.

Proposição 3.3.2. Considere Mn uma variedade orientável conexa e diferenciável e x :

Mn →M
n+1

uma imersão isométrica, se {e1, e2, · · · , en} é um referencial geodésico num
ponto p ∈M, então

Lr(f)(p) =
∑
i,j

(Hessf)(p) (ei, ej) 〈Prei, ej〉p

Demonstração. Por definição

Lr(f)(p) = traço (Pr Hessf)(p)

=
∑
i

〈Pr Hessf ei, ei〉p

=
∑
i

〈Hessf ei, Prei〉p

=
∑
i

〈∇ei grad f, Prei〉p

mas grad f =
∑
j

ej(f)ej

=
∑
i

〈
∇ei

∑
j

ej(f)ej, Prei

〉
p

=
∑
i,j

〈∇eiej(f)ej, Prei〉p

=
∑
i,j

〈ej(f)∇eiej + ei(ej(f))ej, Prei〉p
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mas como o referencial é geodésico ∇eiej = 0, assim

=
∑
i,j

ei(ej(f))〈ej, Prei〉p

mas sabemos que Hessf p(ei, ej) = ei(ej(f))

=
∑
i,j

(Hessf)(p) (ei, ej) 〈Prei, ej〉p.

�

Temos o seguinte Teorema:

Teorema 3.3.2. Seja x : Mn −→M
n+1

(c) uma hipersuperf́ıcie com campo vetorial normal
unitário N . Assim, temos que

Lr(x) =(r + 1)Sr+1N − c(n− r)Srx,

e

Lr(N) =− grad (Sr+1)− (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)N + c(r + 1)Sr+1x. (3.4)

Demonstração. Vejamos o caso c = 0, neste caso x : Mn −→ Rn+1 é uma imersão
isométrica com campo vetorial normal unitárioN . Seja {e1, e2, . . . , en+1} uma base ortonor-
mal em Rn+1 tangente a M numa vizinhança de um ponto p ∈M.

Dado p ∈M, podemos observar que x(p) ∈ Rn+1, então x(p) =
∑
k

αkek.

Assim, 〈x(p), ei〉 =
∑
k

αk 〈ek, ei〉 =
∑
k

αkδki = αi.

Logo, αi = 〈x(p), ei〉.
Desse modo, x(p) fica escrito em coordenas na base {e1, e2, . . . , en+1} como:

x(p) = (〈x(p), e1〉 , 〈x(p), e2〉 , . . . , 〈x(p), en+1〉) ,

isto é,
x = (〈x, e1〉 , 〈x, e2〉 , . . . , 〈x, en+1〉) .

Para cada 1 ≤ i ≤ n+ 1, definamos fi := 〈x, ei〉.
Assim,

〈grad fi, X〉 =X(fi),

= 〈ei, X〉+
〈
∇Xei, X

〉
, ∀ X ∈ TM,
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mas ∇Xei = 0, então

〈grad fi, X〉 = 〈ei, X〉
=
〈
ei
> + ei

⊥, X
〉

=
〈
ei
>, X

〉
+
〈
ei
⊥, X

〉
mas

〈
ei
⊥, X

〉
= 0, então

〈grad fi, X〉 =
〈
ei
>, X

〉
, ∀ X ∈ TM.

Portanto,
grad fi = ei

>.

Como
Mn −→ Rn+1.

Temos,
Rn+1 = TpM⊕ [N ] .

Sendo ei = ei
> + µiN e ei = ei

> + ei
⊥, temos que

ei
⊥ = µiN.

Desse modo,

〈ei, N〉 =
〈
ei
>, N

〉
+ µi 〈N,N〉 .

Logo,

µi = 〈ei, N〉 .

Portanto,

ei
⊥ = 〈ei, N〉N.

De modo que

ei = ei
> + 〈ei, N〉N.

Assim,

grad fi = ei − 〈ei, N〉N. (3.5)

Por outro lado, sabemos que ∀ X, Y ∈ TM

Hess fi(X, Y ) =
〈
∇Xgrad fi, Y

〉
. (3.6)
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Substituindo (3.5) em (3.6), temos que

Hess fi(X, Y ) =
〈
∇X(ei − 〈ei, N〉N), Y

〉
=
〈
∇Xei, Y

〉
−
〈
∇X 〈ei, N〉N, Y

〉
mas ∇Xei = 0, então

=−
〈
∇X 〈ei, N〉N, Y

〉
Definamos gi := 〈ei, N〉 , ∀ i = 1, 2, . . . , n+ 1, então

Hess fi(X, Y ) =−
〈
∇X giN, Y

〉
=−

〈
gi∇XN +X(gi)N, Y

〉
=− gi

〈
∇XN, Y

〉
−X(gi) 〈N, Y 〉

mas 〈N, Y 〉 = 0, então

=− gi
〈
∇XN, Y

〉
=− gi

〈(
∇XN

)>
+
(
∇XN

)⊥
, Y
〉

=− gi
{〈(
∇XN

)>
, Y
〉

+
〈(
∇XN

)⊥
, Y
〉}

mas
〈(
∇XN

)⊥
, Y
〉

= 0, então

= gi

〈
−
(
∇XN

)>
, Y
〉

= gi 〈AX, Y 〉 ,

onde A é a segunda forma fundamental da imersão x.
Logo,

Hess fi(X, Y ) = gi 〈AX, Y 〉 , ∀ X, Y ∈ TM.

Agora seja {E1, E2, . . . , En} um referencial geodésico no ponto p ∈M que diagonaliza
o operador A.

Portanto,

Hess fi(Ek, El) = gi 〈AEk, El〉 .

Pela Proposição 3.3.2, temos que

Lr(fi)(p) =
∑
k,l

(Hess fi)(p) (Ek, El) 〈PrEk, El〉p

=
∑
k,l

gi 〈AEk, El〉 〈PrEk, El〉p
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como AEk = λkEk e pelo item (a) da Proposição 3.2.1, segue-se que

=gi
∑
k,l

〈λkEk, El〉 〈Sr(Ak)Ek, El〉p

= gi
∑
k,l

λkSr(Ak)〈Ek, El〉2p

= gi
∑
k,l

λkSr(Ak)δkl
2

= gi
∑
k

λkSr(Ak)

pelo item (d) da Proposição 3.2.1, segue-se que

= gi traço(APr)

mas do item (c) da Proposição 3.2.1, temos que

= gi (r + 1)Sr+1

onde gi := 〈ei, N〉, então

Lr(fi)(p) =(r + 1)Sr+1 〈ei, N〉 .

Observe que

x =f1e1 + f2e2 + · · ·+ fn+1en+1.

Assim,

Lr(x) := Lr(f1)e1 + Lr(f2)e2 + · · ·+ Lr(fn+1)en+1

= (r + 1)Sr+1 〈e1, N〉 e1 + (r + 1)Sr+1 〈e2, N〉 e2 + · · ·+ (r + 1)Sr+1en+1 〈en+1, N〉
= (r + 1)Sr+1 {〈e1, N〉 e1 + 〈e2, N〉 e2 + · · ·+ 〈en+1, N〉 en+1}
= (r + 1)Sr+1N.

Analogamente,

〈grad gi, X〉 =X(gi),

=X(〈ei, N〉)
=
〈
∇Xei, N

〉
+
〈
ei,∇XN

〉
, ∀ X ∈ TM,

mas ∇Xei = 0, então

=
〈
ei,∇XN

〉
=
〈
ei,
(
∇XN

)>
+
(
∇XN

)⊥〉
=
〈
ei,
(
∇XN

)>〉
+
〈
ei,
(
∇XN

)⊥〉
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mas
〈
ei,
(
∇XN

)⊥〉
= 0, então

= 〈ei,−AX〉
=−

〈
ei
> + ei

⊥, AX
〉

=−
〈
ei
>, AX

〉
−
〈
ei
⊥, AX

〉
mas

〈
ei
⊥, AX

〉
= 0, então

=−
〈
ei
>, AX

〉
=
〈
−Aei>, X

〉
〈grad gi, X〉 =

〈
−Aei>, X

〉
, ∀ X ∈ TM.

Portanto,

grad gi =− Aei>. (3.7)

Por outro lado, sabemos que ∀ X, Y ∈ TM

Hess gi(X, Y ) =
〈
∇X grad gi, Y

〉
. (3.8)

Substituindo (3.7) em (3.8), temos que

Hess gi(X, Y ) =
〈
∇X(−Aei>), Y

〉
=−

〈
∇X(Aei

>), Y
〉
.

Assim,

Hess gi(X, Y ) =−
〈(
∇XA

)
ei
> + A

(
∇Xei

>) , Y 〉 ,
usando codazzi, temos que

=−
〈(
∇ei>A

)
X + A

(
∇Xei

>) , Y 〉
=−

〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
−
〈
A
(
∇Xei

>) , Y 〉
mas ei = ei

> + 〈ei, N〉N , então

Hess gi(X, Y ) =−
〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
−
〈
A∇X (ei − 〈ei, N〉N) , Y

〉
=−

〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
−
〈
A∇Xei − A∇X 〈ei, N〉N, Y

〉
=−

〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
−
〈
A∇Xei, Y

〉
+
〈
A∇X(giN), Y

〉
=−

〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
−
〈
A∇Xei, Y

〉
+
〈
gi∇XN +X(gi)N,AY

〉
=−

〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
−
〈
A∇Xei, Y

〉
+ gi

〈
∇XN,AY

〉
+X(gi) 〈N,AY 〉
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como 〈N,AY 〉 = 0 e ∇Xei = 0, então

=−
〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
+ gi

〈
∇XN,AY

〉
mas ∇XN =

(
∇XN

)>
+
(
∇XN

)⊥
, então

=−
〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
+ gi

〈(
∇XN

)>
+
(
∇XN

)⊥
, AY

〉
=−

〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
+ gi

〈(
∇XN

)>
, AY

〉
+ gi

〈(
∇XN

)⊥
, AY

〉
como

〈(
∇XN

)⊥
, AY

〉
= 0, então

=−
〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
+ gi

〈(
∇XN

)>
, AY

〉
mas

(
∇XN

)>
= −AX, então

Hess gi(X, Y ) =−
〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
− gi 〈AX,AY 〉 .

Pela Proposição 3.3.2, temos que

Lr(gi)(p) =
∑
k,l

(Hess gi)(p) (Ek, El) 〈PrEk, El〉p

=
∑
k,l

(
−
〈(
∇ei>A

)
Ek, El

〉
− gi 〈AEk, AEl〉

)
〈PrEk, El〉p

=−
∑
k,l

〈(
∇ei>A

)
Ek, El

〉
〈PrEk, El〉p − gi

∑
k,l

〈
A2Ek, El

〉
〈PrEk, El〉p

=−
∑
k,l

〈(
∇ei>A

)
Ek, El

〉
Sr(Ak)〈Ek, El〉p − gi

∑
k,l

λk
2Sr(Ak)〈Ek, El〉p

2

=−
∑
k,l

〈(
∇ei>A

)
Ek, El

〉
Sr(Ak)δkl − gi

∑
k,l

λk
2Sr(Ak)δkl

2

=−
∑
k

〈(
∇ei>A

)
Ek, Ek

〉
Sr(Ak)− gi

∑
k

λk
2Sr(Ak)

pelo item (f) da Proposição 3.2.1, segue-se que

=−
∑
k

〈(
∇ei>A

)
Sr(Ak)Ek, Ek

〉
− gi traço(A2Pr)

=−
∑
k

〈(
∇ei>A

)
PrEk, Ek

〉
− gi traço(A2Pr)

=− traço
(
Pr
(
∇ei>A

))
− gi traço(A2Pr)
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mas do item (e) da Proposição 3.2.1, temos que

Lr(gi)(p) =− 〈grad (Sr+1), ei〉 − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2) 〈ei, N〉 .

Observe que

N =g1e1 + g2e2 + · · ·+ gn+1en+1.

Assim,

Lr(N) := Lr(g1)e1 + Lr(g2)e2 + · · ·+ Lr(gn+1)en+1

= (−〈grad (Sr+1), e1〉 − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2) 〈e1, N〉) e1 + · · ·+ (−〈grad (Sr+1), en+1〉
−(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2) 〈en+1, N〉) en+1

= − 〈grad (Sr+1), e1〉 e1 − · · · − 〈grad (Sr+1), en+1〉 en+1

− (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2) 〈e1, N〉 e1 − · · · − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2) 〈en+1, N〉 en+1

= − grad (Sr+1)− (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2) {〈e1, N〉 e1 + · · ·+ 〈en+1, N〉 en+1}
= − grad (Sr+1)− (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)N.

Vejamos o caso c 6= 0, neste caso x : Mn −→ M
n+1

(c) é uma imersão isométrica

com campo vetorial normal unitário N , onde M
n+1

(c) = hemisfério de Sn+1(1) ⊂ Rn+2

ou M
n+1

(c) = Hn+1(−1) ⊂ R1
n+2. Seja {e1, e2, . . . , en+2} uma base ortonormal em Rn+2

tangente a M numa vizinhança de um ponto p ∈M.
Analogamente ao que foi feito no caso c = 0, temos que

〈grad fi, X〉 =X(fi),

= 〈ei, X〉+
〈
∇Xei, X

〉
, ∀ X ∈ TM,

mas ∇Xei = 0, então

〈grad fi, X〉 = 〈ei, X〉
=
〈
ei
> + ei

⊥, X
〉

=
〈
ei
>, X

〉
+
〈
ei
⊥, X

〉
mas

〈
ei
⊥, X

〉
= 0, então

〈grad fi, X〉 =
〈
ei
>, X

〉
, ∀ X ∈ TM.

Portanto,
grad fi = ei

>.

Como
Mn −→M

n+1
(c) −→ Rn+2.
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Temos,
Rn+2 = TpM⊕ [N ]⊕ [x] .

Sendo ei = ei
> + γiN + βix e ei = ei

> + ei
⊥, temos que

ei
⊥ = γiN + βix.

Desse modo,

〈ei, N〉 =
〈
ei
>, N

〉
+ γi 〈N,N〉+ βi 〈x,N〉 .

Logo,

γi = 〈ei, N〉 .

De modo analogo,

〈ei, x〉 =
〈
ei
>, x

〉
+ γi 〈N, x〉+ βi 〈x, x〉 .

Logo,

βi = c. 〈ei, x〉 .

Portanto,

ei
⊥ = 〈ei, N〉N + c. 〈ei, x〉x.

De modo que

ei = ei
> + 〈ei, N〉N + c. 〈ei, x〉x.

Assim,

grad fi = ei − 〈ei, N〉N − c. 〈ei, x〉x. (3.9)

Por outro lado, sabemos que ∀ X, Y ∈ TM

Hess fi(X, Y ) =
〈
∇Xgrad fi, Y

〉
. (3.10)

Substituindo (3.9) em (3.10), temos que

Hess fi(X, Y ) =
〈
∇X(ei − 〈ei, N〉N − c. 〈ei, x〉x), Y

〉
=
〈
∇Xei, Y

〉
−
〈
∇X 〈ei, N〉N, Y

〉
− c.

〈
∇X 〈ei, x〉x, Y

〉
mas ∇Xei = 0, então

=−
〈
∇X 〈ei, N〉N, Y

〉
− c.

〈
∇X 〈ei, x〉x, Y

〉
.
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Como gi := 〈ei, N〉 e fi := 〈ei, x〉 , ∀ i = 1, 2, . . . , n+ 2, então

Hess fi(X, Y ) =−
〈
∇XgiN, Y

〉
− c.

〈
∇Xfix, Y

〉
=−

〈
gi∇XN +X(gi)N, Y

〉
− c.

〈
fi∇Xx+X(fi)x, Y

〉
=− gi

〈
∇XN, Y

〉
−X(gi) 〈N, Y 〉 − c.fi

〈
∇Xx, Y

〉
− c.X(fi) 〈x, Y 〉

mas 〈N, Y 〉 = 0 = 〈x, Y 〉, então

=− gi
〈
∇XN, Y

〉
− c.fi 〈X, Y 〉

=− gi
〈(
∇XN

)>
+
(
∇XN

)⊥
, Y
〉
− c.fi 〈X, Y 〉

=− gi
{〈(
∇XN

)>
, Y
〉

+
〈(
∇XN

)⊥
, Y
〉}
− c.fi 〈X, Y 〉

mas
〈(
∇XN

)⊥
, Y
〉

= 0, então

= − gi
〈(
∇XN

)>
, Y
〉
− c.fi 〈X, Y 〉

= gi 〈AX, Y 〉 − c.fi 〈X, Y 〉 ,
onde A é a segunda forma fundamental da imersão x.

Logo,

Hess fi(X, Y ) = gi 〈AX, Y 〉 − c.fi 〈X, Y 〉 , ∀ X, Y ∈ TM.

Agora seja {E1, E2, . . . , En, En+1 = N,En+2 = x} um referencial geodésico no ponto
p ∈M que diagonaliza o operador A.

Portanto,

Hess fi(Ek, El) = gi 〈AEk, El〉 − c.fi 〈Ek, El〉 .
Pela Proposição 3.3.2, temos que

Lr(fi)(p) =
∑
k,l

(Hess fi)(p) (Ek, El) 〈PrEk, El〉p

=
∑
k,l

(gi 〈AEk, El〉 − c.fi 〈Ek, El〉) 〈PrEk, El〉p

como AEk = λkEk e pelo item (a) da Proposição 3.2.1, segue-se que

=gi
∑
k,l

〈λkEk, El〉 〈Sr(Ak)Ek, El〉p − c.fi
∑
k,l

〈Ek, El〉 〈Sr(Ak)Ek, El〉p

= gi
∑
k,l

λkSr(Ak)〈Ek, El〉2p − c.fi
∑
k,l

Sr(Ak)〈Ek, El〉2p

= gi
∑
k,l

λkSr(Ak)δkl
2 − c.fi

∑
k,l

Sr(Ak)δkl
2

= gi
∑
k

λkSr(Ak)− c.fi
∑
k

Sr(Ak)
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pelo item (d) da Proposição 3.2.1, segue-se que

= gi traço(APr)− c.fi traço(Pr)

mas do item (b) e (c) da Proposição 3.2.1, temos que

= gi (r + 1)Sr+1 − c.fi(n− r)Sr

onde gi := 〈ei, N〉 e e fi := 〈ei, x〉, então

Lr(fi)(p) =(r + 1)Sr+1 〈ei, N〉 − c(n− r)Sr 〈ei, x〉 .

Observe que

x =f1e1 + f2e2 + · · ·+ fn+2en+2.

Assim,

Lr(x) := Lr(f1)e1 + Lr(f2)e2 + · · ·+ Lr(fn+2)en+2

= (r + 1)Sr+1 〈e1, N〉 e1 + · · ·+ (r + 1)Sr+1 〈en+2, N〉 en+2

− c(n− r)Sr 〈e1, x〉 e1 − · · · − c(n− r)Sr 〈en+2, x〉 en+2

= (r + 1)Sr+1 {〈e1, N〉 e1 + · · ·+ 〈en+2, N〉 en+2}
− c(n− r)Sr {〈e1, x〉 e1 − · · · − 〈en+2, x〉 en+2}

= (r + 1)Sr+1N − c(n− r)Srx.

Analogamente,

〈grad gi, X〉 =X(gi),

=X(〈ei, N〉)
=
〈
∇Xei, N

〉
+
〈
ei,∇XN

〉
, ∀ X ∈ TM,

mas ∇Xei = 0, então

=
〈
ei,∇XN

〉
=
〈
ei,
(
∇XN

)>
+
(
∇XN

)⊥〉
=
〈
ei,
(
∇XN

)>〉
+
〈
ei,
(
∇XN

)⊥〉
mas

〈
ei,
(
∇XN

)⊥〉
= 0, então

= 〈ei,−AX〉
=−

〈
ei
> + ei

⊥, AX
〉

=−
〈
ei
>, AX

〉
−
〈
ei
⊥, AX

〉
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mas
〈
ei
⊥, AX

〉
= 0, então

=−
〈
ei
>, AX

〉
=
〈
−Aei>, X

〉
〈grad gi, X〉 =

〈
−Aei>, X

〉
, ∀ X ∈ TM.

Portanto,

grad gi =− Aei>. (3.11)

Por outro lado, sabemos que ∀ X, Y ∈ TM

Hess gi(X, Y ) =
〈
∇Xgrad gi, Y

〉
. (3.12)

Substituindo (3.11) em (3.12), temos que

Hess gi(X, Y ) =
〈
∇X(−Aei>), Y

〉
=−

〈
∇X(Aei

>), Y
〉
.

Assim,

Hess gi(X, Y ) =−
〈(
∇XA

)
ei
> + A

(
∇Xei

>) , Y 〉 ,
usando codazzi, temos que

=−
〈(
∇ei>A

)
X + A

(
∇Xei

>) , Y 〉
=−

〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
−
〈
A
(
∇Xei

>) , Y 〉
mas ei = ei

> + 〈ei, N〉N + c. 〈ei, x〉x, então

Hess gi(X, Y ) =−
〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
−
〈
A∇X (ei − 〈ei, N〉N − c. 〈ei, x〉x) , Y

〉
=−

〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
−
〈
A∇Xei − A∇X 〈ei, N〉N − A∇Xc. 〈ei, x〉x, Y

〉
=−

〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
−
〈
A∇Xei, Y

〉
+
〈
A∇X(giN), Y

〉
+ c.

〈
A∇X(fix), Y

〉
=−

〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
−
〈
A∇Xei, Y

〉
+
〈
gi∇XN +X(gi)N,AY

〉
+ c.

〈
fi∇Xx+X(fi)x,AY

〉
=−

〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
−
〈
A∇Xei, Y

〉
+ gi

〈
∇XN,AY

〉
+X(gi) 〈N,AY 〉

+ c.fi 〈X,AY 〉+ c.X(fi) 〈x,AY 〉

como 〈N,AY 〉 = 0 = 〈x,AY 〉 e ∇Xei = 0, então

Hess gi(X, Y ) =−
〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
+ gi

〈
∇XN,AY

〉
+ c.fi 〈X,AY 〉
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mas ∇XN =
(
∇XN

)>
+
(
∇XN

)⊥
, então

=−
〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
+ gi

〈(
∇XN

)>
+
(
∇XN

)⊥
, AY

〉
+ c.fi 〈X,AY 〉

=−
〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
+ gi

〈(
∇XN

)>
, AY

〉
+ gi

〈(
∇XN

)⊥
, AY

〉
+ c.fi 〈X,AY 〉

como
〈(
∇XN

)⊥
, AY

〉
= 0, então

=−
〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
+ gi

〈(
∇XN

)>
, AY

〉
+ c.fi 〈X,AY 〉

mas
(
∇XN

)>
= −AX, então

Hess gi(X, Y ) =−
〈(
∇ei>A

)
X, Y

〉
− gi 〈AX,AY 〉+ c.fi 〈X,AY 〉 .

Pela Proposição 3.3.2, temos que

Lr(gi)(p) =
∑
k,l

(Hess gi)(p) (Ek, El) 〈PrEk, El〉p

=
∑
k,l

(
−
〈(
∇ei>A

)
Ek, El

〉
− gi 〈AEk, AEl〉+ c.fi 〈Ek, AEl〉

)
〈PrEk, El〉p

=−
∑
k,l

〈(
∇ei>A

)
Ek, El

〉
〈PrEk, El〉p − gi

∑
k,l

〈
A2Ek, El

〉
〈PrEk, El〉p

+ c.fi
∑
k,l

〈AEk, El〉 〈PrEk, El〉p

=−
∑
k,l

〈(
∇ei>A

)
Ek, El

〉
Sr(Ak)〈Ek, El〉p − gi

∑
k,l

λk
2Sr(Ak)〈Ek, El〉p

2

+ c.fi
∑
k,l

λkSr(Ak)〈Ek, El〉p
2

=−
∑
k,l

〈(
∇ei>A

)
Ek, El

〉
Sr(Ak)δkl − gi

∑
k,l

λk
2Sr(Ak)δkl

2

+ c.fi
∑
k,l

λkSr(Ak)δkl
2

=−
∑
k

〈(
∇ei>A

)
Ek, Ek

〉
Sr(Ak)− gi

∑
k

λk
2Sr(Ak) + c.fi

∑
k

λkSr(Ak)

pelo item (d) e (f) da Proposição 3.2.1, segue-se que

=−
∑
k

〈(
∇ei>A

)
Sr(Ak)Ek, Ek

〉
− gi traço(A2Pr) + c.fi traço(APr)

=−
∑
k

〈(
∇ei>A

)
PrEk, Ek

〉
− gi traço(A2Pr) + c.fi traço(APr)

=− traço
(
Pr
(
∇ei>A

))
− gi traço(A2Pr) + c.fi traço(APr)
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mas do item (c) e (e) da Proposição 3.2.1, temos que

=− 〈grad (Sr+1), ei〉 − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2) 〈ei, N〉+ c.(r + 1)Sr+1 〈ei, x〉 .

Observe que

N =g1e1 + g2e2 + · · ·+ gn+2en+2.

Assim,

Lr(N) := Lr(g1)e1 + Lr(g2)e2 + · · ·+ Lr(gn+2)en+2

= (−〈grad (Sr+1), e1〉 − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2) 〈e1, N〉
+c.(r + 1)Sr+1 〈e1, x〉) e1 + · · ·+ (−〈grad (Sr+1), en+2〉
−(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2) 〈en+2, N〉+ c.(r + 1)Sr+1 〈e1, x〉) en+2

= − 〈grad (Sr+1), e1〉 e1 − · · · − 〈grad (Sr+1), en+2〉 en+2

− (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2) {〈e1, N〉 e1 + · · ·+ 〈en+2, N〉 en+2}
+ c.(r + 1)Sr+1 {〈e1, x〉 e1 + · · ·+ 〈en+2, x〉 en+2}

= − grad (Sr+1)− (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)N + c.(r + 1)Sr+1x.

�

Para uma hipersuperf́ıcie M em Rn+1, tomando f = 〈x,N〉 e g = 1
2
|x|2 no Lema 3.3.2,

obtemos a seguinte Proposição:

Proposição 3.3.3. Seja x : Mn −→ Rn+1 uma hipersuperf́ıcie com campo vetorial normal
unitário N . Assim, temos que∫

M

〈x,N〉 {(n− r)Sr + (r + 1)Sr+1 〈x,N〉} dM =

∫
M

〈
PrAx

>, x>
〉
dM,

onde x> denota a componente tangente de x.

Demonstração. Consideremos {e1, . . . , en} como sendo um referencial geodésico num ponto
p ∈M. Definamos f = 〈x,N〉 e g = 1

2
|x|2. Então

ei(g) = ei(
1

2
〈x, x〉) =

1

2
(
〈
∇eix, x

〉
+
〈
x,∇eix

〉
)

=
〈
∇eix, x

〉
= 〈dx(ei), x〉

= 〈ei, x〉 .

Por outro lado,

gij = ej(ei(g)) = ej(〈ei, x〉) =
〈
∇ejei, x

〉
+
〈
ei,∇ejx

〉
,

=
〈
∇ejei, x

〉
+ 〈ei, dx(ej)〉 =

〈
∇ejei, x

〉
+ 〈ei, ej〉 ;
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mas ∇ejei = ∇ejei +
〈
∇ejei, N

〉
N . De onde,

gij =
〈
∇ejei +

〈
∇ejei, N

〉
N, x

〉
+ δij ;

por ser o referencial geodésico, segue-se que:

=
〈〈
∇ejei, N

〉
N, x

〉
+ δij,

=
〈
∇ejei, N

〉
〈N, x〉+ δij,

gij = hij f + δij.

Por outro lado, da definição de f = 〈x,N〉 temos que:

〈grad f, ei〉 =ei(f) = ei(〈x,N〉);
=
〈
∇eix,N

〉
+
〈
x,∇eiN

〉
,

= 〈dx(ei), N〉+
〈
x,∇eiN

〉
,

=
〈
x,∇eiN

〉
;

mas ∇eiN = −Aei +∇⊥eiN = −Aei. Então,

〈grad f, ei〉 =− 〈x,Aei〉 ;

decompondo x, restrito a M, em uma componente x> tangente a M e uma componente
x⊥ normal a M temos

〈grad f, ei〉 =−
〈
x>, Aei

〉
−
〈
x⊥, Aei

〉
= −

〈
x>, Aei

〉
;

por ser A auto adjunta

〈grad f, ei〉 =
〈
−Ax>, ei

〉
.

Portanto,

grad f =− Ax>.

De forma análoga,

〈grad g, ei〉 = ei(g);

mas demostramos que ei(g) = 〈ei, x〉. Assim,

〈grad g, ei〉 =
〈
x> + x⊥, ei

〉
=
〈
x>, ei

〉
.
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Logo,

grad g = x>.

Por outro lado, por definição

Lrg =traço (Pr Hess g) =
n∑

i,j=1

(Pr)ij gij

substituindo gij por hij f + δij temos que

=
n∑

i,j=1

(Pr)ij(hijf + δij)

=
n∑

i,j=1

(Pr)ijhijf +
n∑

i,j=1

(Pr)ijδij

=f
n∑

i,j=1

(Pr)ijhij +
n∑

i,j=1

(Pr)ijδij

=f traço (PrA) + traço (Pr).

Pela Prop. 3.2.1, temos que

Lrg = f(r + 1)Sr+1 + (n− r)Sr

lembrando que f = 〈x,N〉, finalmente obtemos

= 〈x,N〉 (r + 1)Sr+1 + (n− r)Sr.

Já que grad f = −Ax> e grad g = x>, segue-se imediatamente do Lema 3.3.2 que∫
M

〈x,N〉 {(n− r)Sr + (r + 1)Sr+1 〈x,N〉} dM =

∫
M

〈
PrAx

T , xT
〉
dM.

�

3.3.1 Elipticidade dos operadores Lr

Proposição 3.3.4. Sejam Mn uma variedade conexa e diferenciável e x : Mn →M
n+1

(c)

uma imersão isométrica, onde M
n+1

(c) é de curvatura seccional constante c. Lr é eĺıptico
se, e somente se, Pr é definido positivo, isto é, Sr(Ai) > 0 ∀ i = 1, 2, . . . , n− 1.
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Demonstração. Fazendo uso de um sistema de coordenadas locais, verificaremos que o
operador Lr é eĺıptico, para isto, seja φ : U ⊂ Mn −→ Rn um sistema de coordenadas
locais na vizinhança de um ponto p ∈M.

Denotemos por
∂

∂x1

,
∂

∂x2

, . . . . . . ,
∂

∂xn
os campos coordenados a φ.

Definamos

gij :=

〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
G := (gij)

G−1 :=
(
gij
)
.

Consideremos um campo vetorial diferenciável X definido em M, usando as coorde-
nadas locais dadas acima, podemos representar X nestas coordenadas como:

X =
∑
i

xi
∂

∂xi
,

e prova-se que o divergente deste campo X, no sistema de coordenadas dado, é dado
por (veja a página 151 de [12])

div (X) =
1√

det G

∑
i

∂

∂xi

(
xi
√

det G
)
. (3.13)

Por outro lado consideremos uma função diferenciável f : M −→ R. Podemos provar
que o gradiente de f neste sistema de coordenadas é dado por

grad f =
∑
k

fk
∂

∂xk
,

onde fk =
∑
j

gjk
∂f

∂xj
.

Por outro lado

Pr

(
∂

∂xj

)
=
∑
l

βlj
∂

∂xl
. (3.14)

Assim,

Pr(grad f) = Pr

(∑
j

fj
∂

∂xj

)
,
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como Pr é um operador linear, então

Pr(grad f) =
∑
j

fj

(
Pr

(
∂

∂xj

))
,

=
∑
j

fj

(∑
l

βlj
∂

∂xl

)
,

=
∑
l

(∑
j

fj βlj

)
∂

∂xl
. (3.15)

Quando M está isometricamente imersa em uma forma espacial, vimos no Teorema
3.3.1 que:

Lr(f) = div (Pr grad f),

usando 3.15 em 3.13 temos que

Lr(f) =
1√

det G

∑
i

∂

∂xi

[(∑
j

fj βij

)
√

det G

]
.

Mas,

∂

∂xi

[(∑
j

fj βij

)
√

det G

]
=
√

det G
∂

∂xi

(∑
j

fj βij

)
+

(∑
j

fj βij

)(
∂

∂xi

√
det G

)
.

De modo que

Lr(f) =
∑
i

∂

∂xi

(∑
j

fj βij

)
+

1√
det G

∑
i

∑
j

fj βij
∂

∂xi

(√
det G

)
=
∑
i,j

∂

∂xi
(fj βij) +

1√
det G

∑
i,j

fj βij
∂

∂xi

(√
det G

)
.

Desconsiderando todos os termos que não contém derivadas de segunda ordem, temos
que a parte principal do operador Lr é dada por∑

i,j

∂

∂xi
(fj βij) .

A eĺıpticidade do operador Lr é dada pela sua parte principal.
Mas,

∂

∂xi
(fj βij) = βij

∂fj
∂xi

+ fj
∂βij
∂xi

.
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Assim, ∑
i,j

∂

∂xi
(fj βij) =

∑
i,j

βij
∂fj
∂xi

+
∑
i,j

fj
∂βij
∂xi

.

Lembrando que fj =
∑
k

gkj
∂f

∂xk
, temos

∑
i,j

∂

∂xi
(fj βij) =

∑
i,j

βij
∂

∂xi

(∑
k

gkj
∂f

∂xk

)
+
∑
i,j

fj
∂βij
∂xi

=
∑
i,j

βij
∑
k

[
∂f

∂xk

∂gkj

∂xi
+ gkj

∂2f

∂xi∂xk

]
+
∑
i,j

fj
∂βij
∂xi

=
∑
i,j,k

βijg
kj ∂2f

∂xi∂xk
+
∑
i,j,k

βij
∂gkj

∂xi

∂f

∂xk
+
∑
i,j

fj
∂βij
∂xi

.

De onde Lr é eĺıptico se, e somente se, a matriz A =

(∑
k

βik g
jk

)
ij

for definida

positiva.
Observe que A = BG−1, onde B := (βij).
Logo, Lr é eĺıptico se, e somente se, BG−1 for definida positiva.
Por outro lado, Pr será semidefinido positivo se, e somente se, 〈PrW,W 〉 > 0 para todo

campo W . Mas para um campo W qualquer fixado, podemos escreve-ló em coordenadas
locais como:

W =
∑
i

xi
∂

∂xi
.

Assim,

〈PrW,W 〉 =

〈
Pr

(∑
i

xi
∂

∂xi

)
,
∑
j

xj
∂

∂xj

〉

=
∑
i,j

xixj
〈
Pr

∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
.

Mas de (3.14) temos que:

〈PrW,W 〉 =
∑
i,j

xixj

〈∑
k

βki
∂

∂xk
,
∂

∂xj

〉

=
∑
i,j,k

xixjβki

〈
∂

∂xk
,
∂

∂xj

〉
=
∑
i,j,k

xixjβkigkj.
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De modo que a matriz associada a forma quadratica associada a Pr. Assim a forma
quadratica 〈PrW,W 〉 associada a Pr tem a seguinte matriz

D =

(∑
k

βkigkj

)
ij

.

Observe que D = B>G, onde B := (βij).
Logo, Pr é eĺıptico se, e somente se, B>G for definida positiva.
Vejamos que BG−1 é definida positivo ⇐⇒ B>G é definida positivo. Com efeito,〈

B>GW,W
〉
≥ 0, ∀W ⇐⇒ 〈GW,BW 〉 ≥ 0, ∀W ⇐⇒ 〈GW,BG−1(GW )〉 ≥ 0, ∀W ⇐⇒

〈Z,BG−1Z〉 ≥ 0, ∀Z.
Portanto B>G ≥ 0⇐⇒ BG−1 ≥ 0.
Logo Lr(f) é eĺıptico ⇐⇒ Pr é definido positivo.

�

3.3.2 Elipticidade dos operadores L̃r

Vamos definir um operador L̃r por

L̃r(f) = Lr(f)− Sr+1

S1

∆f, S1 6= 0.

Podemos ver que

L̃r(f) = Lr(f)− Sr+1

S1

traço (Hessf)

= traço (PrHessf)− Sr+1

S1

traço (Hessf)

= traço (PrHessf −
Sr+1

S1

Hessf)

= traço

[(
Pr −

Sr+1

S1

I

)
Hessf

]
.

Proposição 3.3.5. Sejam Mn uma variedade conexa e diferenciável e x : Mn →M
n+1

(c)

uma imersão isométrica, onde M
n+1

(c) é de curvatura seccional constante c. Considerando

que
Sr+1

S1

é constante temos que Lr é eĺıptico se, e somente se, os valores próprios de

Pr −
Sr+1

S1

I são positivos.

Demonstração. Temos que

L̃r(f) = traço (PrHessf)− Sr+1

S1

∆f, S1 6= 0.
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Pela Proposição 3.3.1, temos que

L̃r(f) = div (Pr grad f)− Sr+1

S1

∆f,

mas ∆f = div (grad f),

L̃r(f) = div (Pr grad f)− Sr+1

S1

div (grad f),

mas div

(
Sr+1

S1

grad f

)
=
Sr+1

S1

div (grad f) +

〈
grad

Sr+1

S1

, grad f

〉
,

=⇒ Sr+1

S1

div (grad f) = div

(
Sr+1

S1

grad f

)
−
〈

grad
Sr+1

S1

, grad f

〉
.

Logo

L̃r(f) = div (Pr grad f)− div

(
Sr+1

S1

grad f

)
+

〈
grad

Sr+1

S1

, grad f

〉
,

= div

(
Pr grad f − Sr+1

S1

grad f

)
+

〈
grad

Sr+1

S1

, grad f

〉
,

= div

((
Pr −

Sr+1

S1

I

)
grad f

)
+

〈
grad

Sr+1

S1

, grad f

〉
,

por hipótese
Sr+1

S1

é constante,

L̃r(f) = div

((
Pr −

Sr+1

S1

I

)
grad f

)
. (3.16)

Fazendo uso de um sistema de coordenadas locais, verificaremos que o operador L̃r é
eĺıptico, para isto, seja φ : U ⊂Mn −→ Rn um sistema de coordenadas locais na vizinhança
de um ponto p ∈M.

Denotemos por
∂

∂x1

,
∂

∂x2

, . . . . . . ,
∂

∂xn
os campos coordenados a φ.

Definamos

gij :=

〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
G := (gij)

G−1 :=
(
gij
)
.
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Consideremos um campo vetorial diferenciável X definido em M, usando as coorde-
nadas locais dadas acima, podemos representar X nestas coordenadas como:

X =
∑
i

xi
∂

∂xi
,

e prova-se que o divergente deste campo X, no sistema de coordenadas dado, é dado
por (veja a página 151 de [12])

div (X) =
1√

det G

∑
i

∂

∂xi

(
xi
√

det G
)
. (3.17)

Por outro lado consideremos uma função diferenciável f : M −→ R. Podemos provar
que o gradiente de f neste sistema de coordenadas é dado por

grad f =
∑
k

fk
∂

∂xk
,

onde fk =
∑
j

gjk
∂f

∂xj
.

Por outro lado (
Pr −

Sr+1

S1

I

)(
∂

∂xj

)
=
∑
l

βlj
∂

∂xl
. (3.18)

Assim, (
Pr −

Sr+1

S1

I

)
(grad f) =

(
Pr −

Sr+1

S1

I

)(∑
j

fj
∂

∂xj

)
,

como

(
Pr −

Sr+1

S1

I

)
é um operador linear, então

(
Pr −

Sr+1

S1

I

)
(grad f) =

∑
j

fj

((
Pr −

Sr+1

S1

I

)(
∂

∂xj

))
,

=
∑
j

fj

(∑
l

βlj
∂

∂xl

)
,

=
∑
l

(∑
j

fj βlj

)
∂

∂xl
. (3.19)

Quando M está isometricamente imersa em uma forma espacial, vimos em 3.16 que:

L̃r(f) = div

((
Pr −

Sr+1

S1

I

)
grad f

)
,
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usando 3.15 em 3.13 temos que

L̃r(f) =
1√

det G

∑
i

∂

∂xi

[(∑
j

fj βij

)
√

det G

]
.

Mas,

∂

∂xi

[(∑
j

fj βij

)
√

det G

]
=
√

det G
∂

∂xi

(∑
j

fj βij

)
+

(∑
j

fj βij

)(
∂

∂xi

√
det G

)
.

De modo que

L̃r(f) =
∑
i

∂

∂xi

(∑
j

fj βij

)
+

1√
det G

∑
i

∑
j

fj βij
∂

∂xi

(√
det G

)
=
∑
i,j

∂

∂xi
(fj βij) +

1√
det G

∑
i,j

fj βij
∂

∂xi

(√
det G

)
.

Desconsiderando todos os termos que não contém derivadas de segunda ordem, temos
que a parte principal do operador L̃r é dada por∑

i,j

∂

∂xi
(fj βij) .

A eĺıpticidade do operador L̃r é dada pela sua parte principal.
Mas,

∂

∂xi
(fj βij) = βij

∂fj
∂xi

+ fj
∂βij
∂xi

.

Assim, ∑
i,j

∂

∂xi
(fj βij) =

∑
i,j

βij
∂fj
∂xi

+
∑
i,j

fj
∂βij
∂xi

.

Lembrando que fj =
∑
k

gkj
∂f

∂xk
, temos

∑
i,j

∂

∂xi
(fj βij) =

∑
i,j

βij
∂

∂xi

(∑
k

gkj
∂f

∂xk

)
+
∑
i,j

fj
∂βij
∂xi

=
∑
i,j

βij
∑
k

[
∂f

∂xk

∂gkj

∂xi
+ gkj

∂2f

∂xi∂xk

]
+
∑
i,j

fj
∂βij
∂xi

=
∑
i,j,k

βijg
kj ∂2f

∂xi∂xk
+
∑
i,j,k

βij
∂gkj

∂xi

∂f

∂xk
+
∑
i,j

fj
∂βij
∂xi

.
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De onde L̃r é eĺıptico se, e somente se, a matriz A =

(∑
k

βik g
jk

)
ij

for definida

positiva.
Observe que A = BG−1, onde B := (βij).
Logo, L̃r é eĺıptico se, e somente se, BG−1 for definida positiva.

Por outro lado,

(
Pr −

Sr+1

S1

I

)
será semidefinido positivo⇔

〈(
Pr −

Sr+1

S1

I

)
W,W

〉
>

0 para todo campo W . Mas para um campo W qualquer fixado, podemos escreve-ló em
coordenadas locais como:

W =
∑
i

xi
∂

∂xi
.

Assim,〈(
Pr −

Sr+1

S1

I

)
W,W

〉
=

〈(
Pr −

Sr+1

S1

I

)(∑
i

xi
∂

∂xi

)
,
∑
j

xj
∂

∂xj

〉

=
∑
i,j

xixj
〈(

Pr −
Sr+1

S1

I

)
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
.

Mas de (3.14) temos que:〈(
Pr −

Sr+1

S1

I

)
W,W

〉
=
∑
i,j

xixj

〈∑
k

βki
∂

∂xk
,
∂

∂xj

〉

=
∑
i,j,k

xixjβki

〈
∂

∂xk
,
∂

∂xj

〉
=
∑
i,j,k

xixjβkigkj.

De modo que a matriz associada a forma quadratica associada a

(
Pr −

Sr+1

S1

I

)
. Assim

a forma quadratica

〈(
Pr −

Sr+1

S1

I

)
W,W

〉
associada a

(
Pr −

Sr+1

S1

I

)
tem a seguinte

matriz

D =

(∑
k

βkigkj

)
ij

.

Observe que D = B>G, onde B := (βij).

Logo,

(
Pr −

Sr+1

S1

I

)
é eĺıptico se, e somente se, B>G for definida positiva.
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Vejamos que BG−1 é definida positivo ⇐⇒ B>G é definida positivo. Com efeito,〈
B>GW,W

〉
≥ 0, ∀W ⇐⇒ 〈GW,BW 〉 ≥ 0, ∀W ⇐⇒ 〈GW,BG−1(GW )〉 ≥ 0, ∀W ⇐⇒

〈Z,BG−1Z〉 ≥ 0, ∀Z.
Portanto B>G ≥ 0⇐⇒ BG−1 ≥ 0.

Logo L̃r(f) é eĺıptico ⇐⇒
(
Pr −

Sr+1

S1

I

)
é definido positivo.

�

Proposição 3.3.6. Considere Mn uma variedade Riemanniana conexa, orientada, sem

bordo e compacta. Seja M
n+1

(c) uma forma espacial (isto é, se c = 0 é o espaço Euclidiano
Rn+1, se c = 1 é o hemisfério aberto da esfera unitária Sn+1(1) e quando c = −1 é o espaço

hiperbólico Hn+1(−1)). Se x : Mn −→M
n+1

(c) é uma imersão isométrica e tanto S1 como
Sr+1 são positivos em M, então para cada 1 ≤ j ≤ r temos que

(i) os operadores Lj e L̃j são ambos eĺıpticos, e

(ii) cada r-ésima curvatura média satisfaz Hj > 0.

Demonstração. Foi provado em [5] que para cada j ∈ {1, 2, . . . , r} os Lj são eĺıpticos e os
Hj > 0.

A elipticidade dos L̃j é equivalente a mostrar que os valores próprios do operador

Pj −
Sj+1

S1

I são positivos.

Mas,

Pj −
Sj+1

S1

I =
1

S1

(PjS1 − Sj+1I)

de modo que a positividade dos valores próprios do operador Pj −
Sj+1

S1

I é equivalente

a positividade dos valores próprios do operador 1
S1

(PjS1 − Sj+1I), sendo S1 > 0 a positivi-

dade dos valores próprios do operador Pj −
Sj+1

S1

I é equivalente a positividade dos valores

próprios do operador PjS1 − Sj+1I.
De (a) e (c) da Prop. 3.2.1 e sabendo que Sr+1(Ai) = Sr+1 − kiSr(Ai), os outovalores

de S1Pj − Sj+1I são:

S1Sj(Ai)− Sj+1 = (S1(Ai) + ki)Sj(Ai)− Sj+1

= S1(Ai)Sj(Ai) + [Sj+1 − Sj+1(Ai)]− Sj+1

= S1(Ai)Sj(Ai)− Sj+1(Ai).

Como Hj(Ai) =
Sj(Ai)(
n−1
j

) para 1 ≤ j ≤ n− 1, então temos

S1(Ai)Sj(Ai)− Sj+1(Ai) = (n− 1)

(
n− 1

j

)
H1(Ai)Hj(Ai)−

(
n− 1

j + 1

)
Hj+1(Ai),
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a partir da elipticidade de Lj e (a) da Prop. 3.2.1, temos que Hj(Ai) > 0 para cada
1 ≤ j ≤ r, por isso temos H1(Ai)Hj(Ai) ≥ Hj+1(Ai) (V er[17, 24]).

Dáı, temos

S1(Ai)Sj(Ai)− Sj+1(Ai) ≥
(

(n− 1)

(
n− 1

j

)
−
(
n− 1

j + 1

))
H1(Ai)Hj(Ai)

= j

(
n

j + 1

)
H1(Ai)Hj(Ai) > 0. (3.20)

�

Corolário 3.3.1. Nas mesmas condições da proposição anterior, temos

(r + 2)S1Sr+2 − 2S2Sr+1 < 0. (3.21)

Demonstração. Faremos uso da seguinte desigualdade

Hi
2 −Hi−1Hi+1 ≥ 0,

sua demonstração encontra-se na página 52 de [17] (também pode consultar [24]). De modo
que

HiHi ≥ Hi−1Hi+1.

Pela positividade dos Hi e Hi−1, temos

Hi

Hi−1

≥ Hi+1

Hi

.

De modo que
H2

H1

≥ H3

H2

≥ H4

H3

≥ · · · ≥ Hr+1

Hr

≥ Hr+2

Hr+1

.

Segue-se por transitividade que

H2

H1

≥ Hr+2

Hr+1

ou equivalentemente H1Hr+2 ≥ H2Hr+1.

Por outro lado,

(r + 2)S1Sr+2 − 2S2Sr+1 = (r + 2)n

(
n

r + 2

)
H1Hr+2 − n(n− 1)

(
n

r + 1

)
H2Hr+1

≤ ((r + 2)n

(
n

r + 2

)
− n(n− 1)

(
n

r + 1

)
)H2Hr+1

= − nr
(

n

r + 1

)
H2Hr+1.

Finalmente da positividade dos Hr, temos que

(r + 2)S1Sr+2 − 2S2Sr+1 < 0.

�
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Caṕıtulo 4

O problema variacional que preserva
área

Ao longo deste caṕıtulo vamos supor Mn uma variedade conexa, compacta e orientável,
e

x : Mn →M
n+1

(c)

uma imersão isométrica.
Como M é orientável podemos escolher ao longo de M um campo vetorial normal

unitário N globalmente definido. Seja {e1, . . . , en, en+1} um referencial adaptado ortonor-
mal numa vizinhança U ⊂M de x(p), p ∈M; de modo que os e1, . . . , en são tangentes a
x(M) com dM(e1, . . . , en, en+1) > 0 onde dM é o elemento de volume de M, e podemos
escolher N := en+1 como sendo a orientação de M.

Seja A a segunda forma fundamental de x associada a N .

Definição 4.0.2. Considerando Mn e M
n+1

(c) segundo as hipóteses dadas acima. Uma

variação de x : Mn → M
n+1

(c) é uma aplicação diferenciável X : Mn×] − ε, ε[→
M

n+1
(c), ε > 0 tal que ∀t ∈]− ε, ε[ a aplicação

Xt : Mn →M
n+1

(c)
p 7→ Xt(p) := X(p, t)

é uma imersão para cada t ∈]− ε, ε[, e X0 = x.

Observação 4.0.2. A definição acima pode ser estendida a um caso mais geral, em que
∂M 6= ∅. Neste caso acrescentamos a seguinte condição

Xt|∂M
= x|∂M , ∀t ∈]− ε, ε[

Denotemos por Nt como sendo um campo vetorial normal unitário ao longo da imersão
Xt.
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Definição 4.0.3. Para uma variação X : Mn×] − ε, ε[ 7−→ M
n+1

(c), da imersão x, defi-
nimos a área de x(Mt) por

A(t) :=

∫
M

dMt

onde dMt é o elemento de volume de M na métrica induzida por Xt.

Definição 4.0.4. Dizemos que uma variação X de x preserva a área se

A(t) = A(0),∀t ∈]− ε, ε[.

Definição 4.0.5. Para uma variação X da imersão x, definimos a função balanço de
volume (esta função também é conhecida na literatura como a função volume) de x(Mt)
por

V(t) :=

∫
M×[0,t]

X∗dM

onde dM é o elemento de volume de M.

Definição 4.0.6. Dizemos que uma variação X de x preserva o volume se V(t) = V(0) =
0,∀t ∈]− ε, ε[, onde V é o balanço de volume da variação X de x.

Definição 4.0.7.
∂X(p, t)

∂t |t=0

é chamado de campo variacional de X ou vetor variacional

de X. Denotaremos por

(
∂X

∂t

)>
a componente tangencial de

∂X

∂t |t=0

.

Definição 4.0.8. Seja N o campo vetorial normal unitário ao longo de x. Dizemos que

uma variação é normal se
∂X

∂t
é paralelo a N , isto é,

∂X(p, t)

∂t |t=0

= f(p)N(p), onde

f ∈ C∞(M,R).

É claro que
∂X

∂t
= ξ + f N , onde ξ =

(
∂X

∂t

)>
.

Consideremos agora Mn sem bordo e x : Mn →M
n+1

(c) uma imersão isométrica. Para
cada r ∈ {0, 1, . . . , n}, definimos os funcionais em M:

Ar,c :=

∫
M

Fr (S1, S2, . . . , Sr) dM , (4.1)

onde as funções Fr são definidas de forma recursiva por

F0 := 1

F1 := S1

Fr := Sr +
c(n− r + 1)

r − 1
Fr−2 r = 2, 3, . . . , n− 1
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Considere o Problema Variacional{
Min Ar,c
para variações de x tal que A(t) = A(0)

(4.2)

Para resolver este problema, começaremos supondo que um dos seus pontos cŕıticos
seja uma imersão dada x. Portanto, quando consideramos as variações que preservam a
área, estas variações devem ser um ponto cŕıtico do funcional

Ar,c(t) =

∫
M

Fr (S1, S2, . . . , Sr) dMt ,

onde dMt é o elemento de volume da métrica induzida em M por Xt. Para determinar a
correspondente equação de Euler, usaremos os multiplicadores de Lagrange. Isto significa
considerar o operador

Jr,c(t) := Ar,c(t) + λA(t) ,

onde λ é uma constante a ser determinada.
A continuação enunciaremos três Lemas técnicos cujas demonstrações se encontram nas

referências [5] ou [21]:

Lema 4.0.3. Seja x : Mn → M
n+1

uma imersão isométrica de uma variedade Rieman-

niana orientada e conexa Mn em uma variedade Riemanniana orientada M
n+1

. Seja X
uma variação de x e A(t) a segunda forma fundamental de Mt = Xt(M). Então

∂

∂t
Sr+1(A(t))(f(t)) = Lr(f(t)) + [S1(A(t))Sr+1(A(t))− (r + 2)Sr+2(A(t))] f(t)

+ f(t) traço
(
Pr(A(t))RN

)
+ 〈 grad Sr+1(A(t)), ξ〉 ,

onde RN(Y ) = R(N, Y )N e R é o tensor curvatura de M
n+1

.
Em particular para imersões em formas espaciais com curvatura seccional constante c

e para uma variação geral, temos:

∂

∂t
Sr+1(A(t))(f(t)) = Lr(f(t)) + [S1(A(t))Sr+1(A(t))− (r + 2)Sr+2(A(t))] f(t)

+ c(n− r)Sr(A(t))f(t) + 〈 grad Sr+1(A(t)), ξ〉 .

Lema 4.0.4. Seja X uma variação da imersão isométrica x. Então

∂

∂t
(dMt) = (−S1f(t) + div ξ)dMt,

onde f(t) =

〈
∂X

∂t
,Nt

〉
é a projeção normal do campo variacional e dMt denota o elemento

de volume da métrica induzida em M por Xt.
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Lema 4.0.5. Seja X uma variação da imersão isométrica x. Então

A′(t) = −
∫
M

nH1f(t)dMt,

onde H1 é a curvatura média da imersão x, f(t) =

〈
∂X

∂t
,Nt

〉
é a projeção normal do

campo variacional e dMt denota o elemento de volume da métrica induzida em M por Xt.

Lema 4.0.6. Se c = 0, então A′r(t) = −(r + 1)

∫
M

Sr+1f(t)dMt.

Demonstração. Sabemos que

Ar,c(t) =

∫
M

Fr (S1(A(t)), S2(A(t)), . . . , Sr(A(t))) dMt,

onde

F0 := 1

F1 := S1(A(t))

Fr := Sr(A(t)) +
c(n− r + 1)

r − 1
Fr−2 r = 2, 3, . . . , n− 1

em particular, quando c = 0, obtemos Fr = Sr(A(t)). Assim

Ar,0(t) =

∫
M

Sr(A(t))dMt.

Derivando Ar,0(t), temos

A′r,0(t) =

∫
M

∂

∂t
Sr(A(t))dMt +

∫
M

Sr(A(t))
∂

∂t
dMt.

Usando simultaneamente os Lemas 4.0.3 e 4.0.4 temos

A′r,0(t) =

∫
M

{Lr−1(f(t)) + [S1(A(t))Sr(A(t))− (r + 1)Sr+1(A(t))] f(t)+

〈 grad Sr(A(t)), ξ〉+ Sr(A(t)) (−S1f(t) + div ξ)} dMt.

Logo

A′r,0(t) =

∫
M

{Lr−1(f(t))− (r + 1)Sr+1(A(t))f(t)+

〈 grad Sr(A(t)), ξ〉+ Sr(A(t))div ξ} dMt.
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Como div (fX) = fdiv (X) + 〈grad f,X〉, temos

A′r,0(t) =

∫
M

{Lr−1(f(t))− (r + 1)Sr+1(A(t))f(t) + div (Sr(A(t))ξ)} dMt

=

∫
M

Lr−1(f(t))dMt −
∫
M

(r + 1)Sr+1(A(t))f(t)dMt +

∫
M

div (Sr(A(t))ξ)dMt.

Por M ser compacta e pelo Teorema da Divergência a última integral se anula, assim

A′r,0(t) =

∫
M

Lr−1(f(t))dMt −
∫
M

(r + 1)Sr+1(A(t))f(t)dMt.

Pelo Lema 3.3.2 a primeira integral se anula, portanto

A′r,0(t) = −(r + 1)

∫
M

Sr+1(A(t))f(t)dMt.

�

Lema 4.0.7. Se c 6= 0 e r é par, então A′r(t) = −(r + 1)

∫
M

Sr+1f(t)dMt.

Demonstração. Sabemos que

Ar,c(t) =

∫
M

Fr (S1(A(t)), S2(A(t)), . . . , Sr(A(t))) dMt,

onde

F0 := 1

F1 := S1(A(t))

Fr := Sr(A(t)) +
c(n− r + 1)

r − 1
Fr−2 r = 2, 3, . . . , n− 1.

Provaremos por indução sobre r que, para c 6= 0 e r par,

A′r,c(t) = −(r + 1)

∫
M

Sr+1(A(t))f(t)dMt.

Para r = 0, temos

A′0,c(t) = −
∫
M

S1(A(t))f(t)dMt,

onde o Lema 4.0.5 nos garante a validade para r = 0.
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Suponhamos que nosso Lema seja verdadeiro para r − 2, isto é

A′r−2,c(t) = −(r − 1)

∫
M

Sr−1(A(t))f(t)dMt.

Vamos verificar que vale para r.

Ar,c(t) =

∫
M

{
Sr(A(t)) +

c(n− r + 1)

r − 1
Fr−2

}
dMt,

então

A′r,c(t) =

∫
M

∂

∂t

{
Sr(A(t)) +

c(n− r + 1)

r − 1
Fr−2

}
dMt

+

∫
M

{
Sr(A(t)) +

c(n− r + 1)

r − 1
Fr−2

}
∂

∂t
dMt

=

∫
M

∂

∂t
Sr(A(t))dMt +

c(n− r + 1)

r − 1

∫
M

∂

∂t
{Fr−2} dMt

+

∫
M

Sr(A(t))
∂

∂t
dMt +

c(n− r + 1)

r − 1

∫
M

Fr−2
∂

∂t
dMt

=

∫
M

∂

∂t
Sr(A(t))dMt +

∫
M

Sr(A(t))
∂

∂t
dMt

+
c(n− r + 1)

r − 1


∫
M

∂

∂t
{Fr−2} dMt +

∫
M

Fr−2
∂

∂t
dMt


Agora veremos que


∫
M

∂

∂t
{Fr−2} dMt +

∫
M

Fr−2
∂

∂t
dMt

 é A′r−2,c(t), com efeito

Ar−2,c(t) =

∫
M

Fr−2 (S1(A(t)), S2(A(t)), . . . , Sr−2(A(t))) dMt,

derivando Ar−2,c(t), temos

A′r−2,c(t) =

∫
M

∂

∂t
{Fr−2 (S1(A(t)), S2(A(t)), . . . , Sr−2(A(t)))} dMt+∫

M

Fr−2 (S1(A(t)), S2(A(t)), . . . , Sr−2(A(t)))
∂

∂t
{dMt} .
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Logo

A′r,c(t) =

∫
M

∂

∂t
Sr(A(t))dMt +

∫
M

Sr(A(t))
∂

∂t
dMt +

c(n− r + 1)

r − 1
A′r−2,c(t).

Usando simultaneamente os Lemas 4.0.3 e 4.0.4 temos

A′r,c(t) =

∫
M

{Lr−1(f(t)) + [S1(A(t))Sr(A(t))− (r + 1)Sr+1(A(t))] f(t)+

c(n− r + 1)Sr−1(A(t))f(t) + 〈 grad Sr(A(t)), ξ〉} dMt+∫
M

Sr(A(t)) {−S1f(t) + div ξ} dMt +
c(n− r + 1)

r − 1
A′r−2,c(t)

=

∫
M

Lr−1(f(t))dMt +

∫
M

S1(A(t))Sr(A(t))f(t)dMt − (r + 1)

∫
M

Sr+1(A(t))f(t)dMt

+ c(n− r + 1)

∫
M

Sr−1(A(t))f(t)dMt +

∫
M

〈 grad Sr(A(t)), ξ〉 dMt

−
∫
M

Sr(A(t))S1f(t)dMt +

∫
M

Sr(A(t)) div ξ dMt +
c(n− r + 1)

r − 1
A′r−2,c(t)

=

∫
M

Lr−1(f(t))dMt − (r + 1)

∫
M

Sr+1(A(t)f(t)dMt

+ c(n− r + 1)

∫
M

Sr−1(A(t))f(t)dMt +

∫
M

{Sr(A(t)) div ξ + 〈 grad Sr(A(t)), ξ〉} dMt

+
c(n− r + 1)

r − 1
A′r−2,c(t)

Usando novamente que div (fX) = fdiv (X) + 〈grad f,X〉, obtemos

A′r,c(t) =

∫
M

Lr−1(f(t))dMt − (r + 1)

∫
M

Sr+1(A(t))f(t)dMt

+ c(n− r + 1)

∫
M

Sr−1(A(t))f(t)dMt +

∫
M

div (Sr(A(t))ξ) dMt

+
c(n− r + 1)

r − 1
A′r−2,c(t).

Pela hipótese de indução,

A′r−2,c(t) = −(r − 1)

∫
M

Sr−1(A(t))f(t)dMt.
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Assim,

A′r,c(t) =

∫
M

Lr−1(f(t))dMt − (r + 1)

∫
M

Sr+1(A(t))f(t)dMt

+ c(n− r + 1)

∫
M

Sr−1(A(t))f(t)dMt +

∫
M

div (Sr(A(t))ξ) dMt

− c(n− r + 1)

r − 1
(r − 1)

∫
M

Sr−1(A(t))f(t)dMt.

Logo,

A′r,c(t) =

∫
M

Lr−1(f(t))dMt − (r + 1)

∫
M

Sr+1(A(t))f(t)dMt

+

∫
M

div (Sr(A(t))ξ) dMt.

Por M ser compacta e pelo Teorema da Divergência a última integral se anula, assim

A′r,c(t) =

∫
M

Lr−1(f(t))dMt −
∫
M

(r + 1)Sr+1(A(t))f(t)dMt.

Pelo Lema 3.3.2 a primeira integral se anula, portanto

A′r,c(t) = −(r + 1)

∫
M

Sr+1(A(t))f(t)dMt.

�

A partir dos Lemas 4.0.6 e 4.0.7, vamos imediatamente à fórmula variacional:

Proposição 4.0.7. (A primeira fórmula variacional) Suponha c = 0 ou c 6= 0 e r par,
1 ≤ r ≤ n− 1, então para qualquer variação de x, temos

J
′

r,c(t) = −
∫
M

{(r + 1)Sr+1 + λS1} f(t)dMt.

Demonstração. Sabemos que

Jr,c(t) = Ar,c(t) + λA(t).

Derivando, obtemos
J
′

r,c(t) = A′r,c(t) + λA′(t).
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Pelo Lema 4.0.5

J
′

r,c(t) = A′r,c(t)− λ

∫
M

S1f(t)dMt

 .

Usando simultaneamente os Lemas 4.0.6 e 4.0.7

J
′

r,c(t) = −(r + 1)

∫
M

Sr+1(A(t))f(t)dMt − λ
∫
M

S1f(t)dMt

J
′

r,c(t) = −
∫
M

{(r + 1)Sr+1(A(t)) + λS1(A(t))} f(t)dMt.

�

A partir de Proposição 4.0.7, sabemos que os pontos cŕıticos do problema variacional
acima são para os quais a imersão x tem

Sr+1

S1

= − λ

r + 1
= constante.

A fim de decidir se x é ou não um mı́nimo local, nos limitamos à variações que preservam
área e computamos a segunda derivada de Ar(t) em t = 0. Como A(t) ≡ A, temos
A′′r,c(0) = J

′′
r,c(0). Assim podemos chegar a seguinte Proposição por um cálculo direto

utilizando o lema 4.0.3:

Proposição 4.0.8. (A segunda fórmula variacional) Seja x : Mn −→M
n+1

(c) uma hiper-
superf́ıcie para o qual S1 é positiva, Sr+1/S1 = constante, onde c = 0, ou c 6= 0 e r é par,
1 ≤ r ≤ n− 1. Para uma variação que preserva área, a segunda derivada de Ar em t = 0
é dada por

A′′r,c(0) =−
∫
M

∂

∂t
[(r + 1)Sr+1 + λS1]t=0 fdM

=− (r + 1)

∫
M

f

{
Lrf −

Sr+1

S1

∆f + f

[
2S2Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2

+ c(n− r)Sr −
cnSr+1

S1

]}
dM.

Demonstração. Como

J
′

r,c(t) = −
∫
M

{(r + 1)Sr+1(A(t)) + λS1(A(t))} f(t)dMt.
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Derivando J
′
r,c(t), temos

J
′′

r,c(t) = −
∫
M

∂

∂t
{(r + 1)Sr+1(A(t)) + λS1(A(t))} f(t)dMt

−
∫
M

{(r + 1)Sr+1(A(t)) + λS1(A(t))} f ′(t)dMt

−
∫
M

{(r + 1)Sr+1(A(t)) + λS1(A(t))} f(t)
∂

∂t
dMt.

Observe que

J
′′

r,c(t) = −
∫
M

∂

∂t
{(r + 1)Sr+1(A(t)) + λS1(A(t))} f(t)dMt

−
∫
M

{
(r + 1)S1(A(t))

Sr+1

S1

(A(t)) + λS1(A(t))

}
f
′
(t)dMt

−
∫
M

{
(r + 1)S1(A(t))

Sr+1

S1

(A(t)) + λS1(A(t))

}
f(t)

∂

∂t
dM.

Como
Sr+1

S1

= − λ

r + 1
= constante, então as duas últimas integrais são nulas. Assim,

J
′′

r,c(t) = −
∫
M

∂

∂t
{(r + 1)Sr+1(A(t)) + λS1(A(t))} f(t)dMt.

Analisando em t = 0, temos

J
′′

r,c(0) = −
∫
M

∂

∂t
{(r + 1)Sr+1(A(t)) + λS1(A(t))} f(t)dMt

∣∣
t=0

= −
∫
M

∂

∂t
{(r + 1)Sr+1(A(t)) + λS1(A(t))}

∣∣
t=0
f(t)dM.

Mas, J
′′
r,c(0) = A′′r,c(0).

Assim,

A′′r,c(0) = −
∫
M

∂

∂t
{(r + 1)Sr+1(A(t)) + λS1(A(t))}

∣∣
t=0
f(t)dM

= −
∫
M

{
(r + 1)

∂

∂t
Sr+1(A(t)) + λ

∂

∂t
S1(A(t))

}∣∣
t=0
f(t)dM.
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Usando o Lema 4.0.3, temos

A′′r,c(0) = −(r + 1)

∫
M

{Lr(f(t)) + [S1(A(t))Sr+1(A(t))− (r + 2)Sr+2(A(t))] f(t)

+c(n− r)Sr(A(t))f(t) + 〈 grad Sr+1(A(t)), ξ〉}
∣∣
t=0
f(t)dM

− λ
∫
M

{
L0(f(t)) +

[
S1

2(A(t))− 2S2(A(t))
]
f(t)

+cnf(t) + 〈 grad S1(A(t)), ξ〉}
∣∣
t=0
f(t)dM.

Substituindo o valor de −λ = (r + 1)
Sr+1(A(t))

S1(A(t))
na expressão acima, temos

A′′r,c(0) = −(r + 1)

∫
M

{Lr(f(t)) + [S1(A(t))Sr+1(A(t))− (r + 2)Sr+2(A(t))] f(t)

+c(n− r)Sr(A(t))f(t) + 〈 grad Sr+1(A(t)), ξ〉}
∣∣
t=0
f(t)dM

+ (r + 1)
Sr+1(A(t))

S1(A(t))

∫
M

{
∆(f(t)) +

[
S1

2(A(t))− 2S2(A(t))
]
f(t)

+cnf(t) + 〈 grad S1(A(t)), ξ〉}
∣∣
t=0
f(t)dM.

Assim,

A′′r,c(0) = −(r + 1)

∫
M

{Lr(f(t)) + [S1(A(t))Sr+1(A(t))− (r + 2)Sr+2(A(t))] f(t)

+c(n− r)Sr(A(t))f(t) + 〈 grad Sr+1(A(t)), ξ〉}
∣∣
t=0
f(t)dM

− (r + 1)

∫
M

{
−Sr+1(A(t))

S1(A(t))
∆(f(t)) +

[
−Sr+1(A(t))S1(A(t)) + 2

Sr+1(A(t))S2(A(t))

S1(A(t))

]
f(t)

−cnSr+1(A(t))

S1(A(t))
f(t)− Sr+1(A(t))

S1(A(t))
〈 grad S1(A(t)), ξ〉

} ∣∣
t=0
f(t)dM

= −(r + 1)

∫
M

{Lr(f(t)) + (S1(A(t))Sr+1(A(t))) f(t)− (r + 2)Sr+2(A(t))f(t)

+ c(n− r)Sr(A(t))f(t) + 〈 grad Sr+1(A(t)), ξ〉

− Sr+1(A(t))

S1(A(t))
∆(f(t))− Sr+1(A(t))S1(A(t))f(t) + 2

Sr+1(A(t))S2(A(t))

S1(A(t))
f(t)

−cnSr+1(A(t))

S1(A(t))
f(t)− Sr+1(A(t))

S1(A(t))
〈 grad S1(A(t)), ξ〉

} ∣∣
t=0
f(t)dM
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= −(r + 1)

∫
M

{Lr(f(t))− (r + 2)Sr+2(A(t))f(t) + c(n− r)Sr(A(t))f(t)

+ 〈 grad Sr+1(A(t)), ξ〉 − Sr+1(A(t))

S1(A(t))
∆(f(t)) + 2

Sr+1(A(t))S2(A(t))

S1(A(t))
f(t)

−cnSr+1(A(t))

S1(A(t))
f(t)−

〈
Sr+1(A(t))

S1(A(t))
grad S1(A(t)), ξ

〉} ∣∣
t=0
f(t)dM

= −(r + 1)

∫
M

{Lr(f(t))− (r + 2)Sr+2(A(t))f(t) + c(n− r)Sr(A(t))f(t)

+ 〈 grad Sr+1(A(t)), ξ〉 − Sr+1(A(t))

S1(A(t))
∆(f(t)) + 2

Sr+1(A(t))S2(A(t))

S1(A(t))
f(t)

−cnSr+1(A(t))

S1(A(t))
f(t)−

〈
grad

(
Sr+1(A(t))

S1(A(t))
S1(A(t))

)
, ξ

〉} ∣∣
t=0
f(t)dM

= −(r + 1)

∫
M

{Lr(f(t))− (r + 2)Sr+2(A(t))f(t) + c(n− r)Sr(A(t))f(t)

+ 〈 grad Sr+1(A(t)), ξ〉 − Sr+1(A(t))

S1(A(t))
∆(f(t)) + 2

Sr+1(A(t))S2(A(t))

S1(A(t))
f(t)

−cnSr+1(A(t))

S1(A(t))
f(t)− 〈 grad Sr+1(A(t)), ξ〉

} ∣∣
t=0
f(t)dM

= −(r + 1)

∫
M

{
Lr(f(t))− Sr+1(A(t))

S1(A(t))
∆(f(t)) + f(t)

[
2
Sr+1(A(t))S2(A(t))

S1(A(t))

−(r + 2)Sr+2(A(t)) + c(n− r)Sr(A(t))f(t)− cnSr+1(A(t))

S1(A(t))

]} ∣∣
t=0
f(t)dM

�

76



Caṕıtulo 5

Estabilidade de hipersuperf́ıcies em
M(c)

Uma variação X da imersão x é chamada de variação normal se o vetor campo varia-
cional apresentado é paralelo à N . Temos o seguinte Lema:

Lema 5.0.8. Para qualquer função f : M −→ R que satisfaça∫
M

fS1dM = 0, (5.1)

existe uma variação normal X da imersão x que preserva área, tal que o vetor campo
variacional é fN.

Demonstração. Seja g : M −→ R uma função suave tal que

∫
M

gS1dM 6= 0. Consideremos

a variação a dois parâmetros

X(t, t) := expx
{

(tf + tg)N
}
,

onde exp é a aplicação exponencial em M(c). Denotemos a área de M sob a métrica
induzida da imersão X(t, t) por A(t, t), e consideremos a seguinte equação:

A(t, t) = constante. (5.2)

Da propriedade da aplicação exponencial, temos

∂X

∂t

∣∣∣∣
t=t=0

= fN,

∂X

∂t

∣∣∣∣
t=t=0

= gN.
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Assim, do Lema 4.0.6 temos

∂A(t, t)

∂t

∣∣∣∣
t=t=0

= −
∫
M

fS1dM = 0,

∂A(t, t)

∂t

∣∣∣∣
t=t=0

= −
∫
M

gS1dM 6= 0.

Assim, a partir do teorema da função impĺıcita , em uma vizinhança de (t, t) = (0, 0),
podemos obter uma solução t = s(t) da eq. (5.2) que satisfaz s(0) = 0. Assim, obtemos
uma variação que preserva área

X(t) = expx {(tf + s(t)g)N} .

Observe que

s
′
(0) = −

{
∂A(t, t)

∂t
/
∂A(t, t)

∂t

}∣∣∣∣
t=t=0

=

∫
M

fS1dM/

∫
M

gS1dM = 0.

Obtemos que a variação do vetor campo de X(t) é

∂X

∂t

∣∣∣∣
t=0

= (f + s
′
(0)g)N = fN.

�

Do Lema 5.0.8 e da Proposição 4.0.8, a expressão de A′′r (0) depende apenas da imersão
x e da função f que pode ser qualquer função que satisfaz a eq. (5.1).

Portanto, vamos fixar a seguinte notação:

Ir(f) =−
∫
M

f

{
L̃r(f) + f

[
2S2Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2 + c(n− r)Sr −
cnSr+1

S1

]}
dM. (5.3)

Definição 5.0.9. Dizemos que uma hipersuperf́ıcie x : Mn −→M
n+1

(c) com S1 positiva
e Sr+1/S1 = constante é r-estável se Ir(f) ≥ 0 para qualquer função f : M −→ R que
satisfaça 5.1, onde c = 0, ou c 6= 0 e r é par, 1 ≤ r ≤ n− 1.

Proposição 5.0.9. Hipersuperf́ıcies totalmente umbilicas de M
n+1

(c) que não são total-
mente geodésicas são r-estáveis, onde c = 0, ou c 6= 0 e r é par, 1 ≤ r ≤ n− 1.

Demonstração. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie totalmente umbilica de M
n+1

(c), e suponha
que Σ não é totalmente geodésica. Escolhemos o vetor normal de modo que a curvatura
principal de Σ é igual a k > 0.
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Logo,

Sj =

(
n

j

)
kj, Sj(Aj) =

(
n− 1

j

)
kj, e Lr(f) =

(
n− 1

r

)
kr∆f.

De fato,

Sj =
∑

1≤i1<···<ij≤n

ki1 . . . kij .

Mas, ki1 = . . . = kij = k. Assim,

Sj =
∑

1≤i1<···<ij≤n

kj = kj
∑

1≤i1<···<ij≤n

1 =

(
n

j

)
kj.

Sj(Ai) =
∑

1≤i1<···<ij≤n−1

ki1 . . . kij .

Mas, ki1 = . . . = kij = k. Assim,

Sj(Ai) =
∑

1≤i1<···<ij≤n−1

kj = kj
∑

1≤i1<···<ij≤n−1

1 =

(
n− 1

j

)
kj.

Seja {e1, e2, . . . , en} uma base ortonormal que diagonaliza A, isto é, Aei = kiei.
Assim,

Prei =
r∑
j=0

(−1)jSr−jA
jei =

r∑
j=0

(−1)j
(

n

r − j

)
kr−jAjei =

r∑
j=0

(−1)j
(

n

r − j

)
kr−jkjei

=kr−j+j

(
r∑
j=0

(−1)j
(

n

r − j

))
ei = kr

(
n− 1

r

)
ei =

(
n− 1

r

)
krei.

Logo,

Lr(f) =traço (Pr Hessf) =
n∑
i=1

〈ei, Pr Hessfei〉

=
n∑
i=1

〈Prei, Hessfei〉 =
n∑
i=1

〈(
n− 1

r

)
krei, Hessfei

〉
=

(
n− 1

r

)
kr

n∑
i=1

〈ei, Hessfei〉 =

(
n− 1

r

)
kr∆f.

Observe que S1 > 0 e Sj > 0 ∀ j. Dáı, Sr+1

S1
=

( n
r+1)kr+1

nk
= 1

n

(
n
r+1

)
kr > 0 e é constante

em cada ponto de Σ.
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Portanto, Σ é uma hipersuperf́ıcie com S1 > 0 e Sr+1

S1
> 0 é uma constante, a partir de

5.3 temos

Ir(f) =−
∫
Σ

f

{
L̃r(f) + f

[
2S2Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2 + c(n− r)Sr −
cnSr+1

S1

]}
dM

=−
∫
Σ

f

{
Lrf −

Sr+1

S1

∆f + f

[
2S2Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2 + c(n− r)Sr − cn
Sr+1

S1

]}
dM

=−
∫
Σ

f

{(
n− 1

r

)
kr∆f − 1

n

(
n

r + 1

)
kr∆f

+ f

[
2

nk

(
n

2

)(
n

r + 1

)
k2kr+1 − (r + 2)

(
n

r + 2

)
kr+2

+ c(n− r)
(
n

r

)
kr − cn

n

(
n

r + 1

)
kr
]}

dM

=−
∫
Σ

{[(
n− 1

r

)
− 1

n

(
n

r + 1

)]
krf∆f

+

[
2

n

(
n

2

)(
n

r + 1

)
− (r + 2)

(
n

r + 2

)]
kr+2f 2

+

[
(n− r)

(
n

r

)
−
(

n

r + 1

)]
ckrf 2

}
dM

=−
∫

Σ

{
r

n

(
n

r + 1

)
krf∆f + r

(
n

r + 1

)
kr+2f 2 + r

(
n

r + 1

)
ckrf 2

}
dM

=− r

n

(
n

r + 1

)
kr
∫
Σ

{
f∆f + nk2f 2 + ncf 2

}
dM

=− r

n

(
n

r + 1

)
kr
∫
Σ

{
f∆f + n(k2 + c)f 2

}
dM

=
r

n

(
n

r + 1

)
kr
∫
Σ

{
−f∆f − n(k2 + c)f 2

}
dM

Seja λ1 o primeiro autovalor do Laplaciano de Σ, então, pela caracterização variacional de
λ1 (Veja [11]).

Ir(f) ≥ r

n

(
n

r + 1

)
kr
∫
Σ

{
λ1 − n(k2 + c)

}
f 2dM = 0.

Logo

Ir(f) ≥ 0,
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onde a última igualdade foi obtida da hipótese de que Σ é isométrica a uma n-esfera
euclidiana com curvatura seccional constante k2 + c. Por isso λ1 = n(k2 + c). Portanto, Σ
é r-estável. �

Agora estamos diante do nosso principal Teorema.

Teorema 5.0.3. Considere Mn uma Variedade Riemanniana conexa, orientada e com-
pacta sem bordo, 1 ≤ r ≤ n− 1. Uma imersão isometrica x : Mn −→ Rn+1 para o qual S1

positiva e Sr+1/S1 = constante é r-estavél se, e somente se, M é uma esfera e x é a sua
inclusão, e é uma hipersuperf́ıcie totalmente umbilica.

Demonstração. Da Proposição 5.0.9, a condição é suficiente. Agora vamos provar que
também é necessário. Pela proposição 3.3.6, o operador L̃r é eĺıptico.

Seja

∫
M

xS1dM = C, vetor constante do Rn+1, então

x̃ = x− C∫
M

S1dM
,

satisfaz

∫
M

x̃S1dM = 0. De fato,

x̃ = x− C∫
M

S1dM
⇒ x̃S1 = xS1− S1∫

M

S1dM
C ⇒

∫
M

x̃S1dM =

∫
M

xS1dM−

∫
M

S1dM∫
M

S1dM
C

∫
M

x̃S1dM =

∫
M

xS1dM−

∫
M

S1dM∫
M

S1dM
C

=

∫
M

xS1dM− C

= C − C = 0

Como as condições de (5.3) são as mesmas para x e x̃, assim, sem perda de generalidade,
podemos assumir que ∫

M

xS1dM = 0.
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Tome uma base ortonormal {E1, E2, . . . , En+1} do Rn+1 e defina as funções fj, gj por

fj = 〈N,Ej〉 , gj = 〈x,Ej〉 . (5.4)

A hipótese de r-estabilidade implica que Ir(gj) ≥ 0 para cada j, 1 ≤ j ≤ n+ 1. Assim,
usando (5.3) com c = 0 temos

0 ≤ Ir(gj) =−
∫
M

gj

{
L̃rgj + gj

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2

]}
dM

=−
∫
M

gj

{
Lrgj −

Sr+1

S1

∆gj + gj

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2

]}
dM

usando o Teorema 3.3.2, no caso c = 0, para obter Lrgj e ∆gj = L0gj obtemos

=−
∫
M

gj

{
(r + 1)Sr+1fj −

Sr+1

S1

S1fj + gj

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2

]}
dM

=−
∫
M

gj

{
(r + 1)Sr+1fj − Sr+1fj + gj

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2

]}
dM

=−
∫
M

gj

{
rSr+1fj + gj

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2

]}
dM

=−
∫
M

{
rSr+1fjgj + gj

2

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2

]}
dM. (5.5)

Tomando o somatório para 1 ≤ j ≤ n+ 1, temos que

0 ≤−
∫
M

{
rSr+1

n+1∑
j=1

fjgj +
n+1∑
j=1

gj
2

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2

]}
dM.

(5.6)

Observe que

fjgj = 〈N,Ej〉 〈x,Ej〉
= 〈N, 〈x,Ej〉Ej〉

n+1∑
j=1

fjgj =

〈
N,

n+1∑
j=1

〈x,Ej〉Ej

〉
= 〈N, x〉 .
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Por outro lado,

gj
2 = 〈x,Ej〉 〈x,Ej〉

= 〈x, 〈x,Ej〉Ej〉
n+1∑
j=1

gj
2 =

〈
x,

n+1∑
j=1

〈x,Ej〉Ej

〉
= |x|2.

Assim,

0 ≤
∫
M

{
−rSr+1 〈x,N〉 −

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2

]
|x|2
}
dM

=

∫
M

{
−rSr+1 〈x,N〉 −

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2

](∣∣xT ∣∣2 + 〈x,N〉2
)}

dM. (5.7)

Observe que∫
M

〈(
Pr+1 −

Sr+1

S1

P1

)
AxT , xT

〉
dM =

∫
M

〈
Pr+1Ax

T , xT
〉
dM

+

∫
M

〈
−Sr+1

S1

P1Ax
T , xT

〉
dM. (5.8)

Pela Prop. 3.3.3 e sabendo que Sr+1

S1
é uma constante, temos que∫

M

〈
Pr+1Ax

T , xT
〉
dM =

∫
M

{
(n− r − 1)Sr+1 〈x,N〉+ (r + 2)Sr+2〈x,N〉2

}
dM. (5.9)

e

∫
M

〈
−Sr+1

S1

P1Ax
T , xT

〉
dM =

∫
M

−Sr+1

S1

{
(n− 1)S1 〈x,N〉+ 2S2〈x,N〉 2} dM

=

∫
M

{
−(n− 1)Sr+1 〈x,N〉 − 2

S2Sr+1

S1

〈x,N〉 2

}
dM. (5.10)
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Substituindo (5.9) e (5.10) na equação 5.8, obtemos∫
M

〈(
Pr+1 −

Sr+1

S1

P1

)
AxT , xT

〉
dM =

∫
M

{
(n− r − 1)Sr+1 〈x,N〉+ (r + 2)Sr+2〈x,N〉2

}
dM

+

∫
M

{
−(n− 1)Sr+1 〈x,N〉 − 2

S2Sr+1

S1

〈x,N〉 2

}
dM

=

∫
M

{((n− r − 1)− (n− 1))Sr+1 〈x,N〉

−
(

2
S2Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2

)
〈x,N〉2

}
dM

=

∫
M

{−rSr+1 〈x,N〉

−
(

2
S2Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2

)
〈x,N〉2

}
dM.

(5.11)

Substituindo (5.11) na equação (5.7), temos

0 ≤
∫
M

{(
(r + 2)Sr+2 − 2S2

Sr+1

S1

) ∣∣xT ∣∣2 +

〈(
Pr+1 −

Sr+1

S1

P1

)
AxT , xT

〉}
dM. (5.12)

Seja {e1, e2, . . . , en} vetores ortonormais principais correspondentes as curvaturas prin-
cipais {k1, k2, . . . , kn}, respectivamente. Assim,

xT =
n∑
i=1

〈x, ei〉 ei. (5.13)

e

AxT =
n∑
i=1

〈x, ei〉Aei

=
n∑
i=1

〈x, ei〉 kiei

=
n∑
i=1

ki 〈x, ei〉 ei. (5.14)

Substituindo (5.13) e (5.14) na expressão〈(
Pr+1 −

Sr+1

S1

P1

)
AxT , xT

〉
.
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Temos que〈(
Pr+1 −

Sr+1

S1

P1

)
AxT , xT

〉
=

〈(
Pr+1 −

Sr+1

S1

P1

) n∑
i=1

ki 〈x, ei〉 ei,
n∑
j=1

〈x, ej〉 ej

〉

=
n∑

i,j=1

ki 〈x, ei〉 〈x, ej〉
〈(

Pr+1 −
Sr+1

S1

P1

)
ei, ej

〉

=
n∑

i,j=1

ki 〈x, ei〉 〈x, ej〉
〈
Pr+1 ei −

Sr+1

S1

P1 ei, ej

〉
.

Utilizando a Prop.(3.2.1), temos que〈(
Pr+1 −

Sr+1

S1

P1

)
AxT , xT

〉
=

n∑
i,j=1

ki 〈x, ei〉 〈x, ej〉
〈
Pr+1 ei −

Sr+1

S1

P1 ei, ej

〉

=
n∑

i,j=1

ki 〈x, ei〉 〈x, ej〉
〈
Sr+1(Ai)ei −

Sr+1

S1

S1(Ai)ei, ej

〉

=
n∑

i,j=1

ki 〈x, ei〉 〈x, ej〉
〈(

Sr+1(Ai)−
Sr+1

S1

S1(Ai)

)
ei, ej

〉

=
n∑

i,j=1

ki 〈x, ei〉 〈x, ej〉
(
Sr+1(Ai)−

Sr+1

S1

S1(Ai)

)
〈ei, ej〉

=
n∑

i,j=1

ki 〈x, ei〉 〈x, ej〉
(
Sr+1(Ai)−

Sr+1

S1

S1(Ai)

)
δij

fazendo j = i e utilizando a equação (3.1), temos

=
n∑
i=1

ki〈x, ei〉2
(
Sr+1(Ai)−

Sr+1

S1

S1(Ai)

)
=

n∑
i=1

ki
S1

(S1Sr+1(Ai)− Sr+1S1(Ai)) 〈x, ei〉2

=
n∑
i=1

ki
S1

((kiS0(Ai) + S1(Ai))Sr+1(Ai)− (kiSr(Ai)

+Sr+1(Ai))S1(Ai)) 〈x, ei〉2

=
n∑
i=1

ki
S1

(kiSr+1(Ai) + S1(Ai)Sr+1(Ai)− kiS1(Ai)Sr(Ai)

−S1(Ai)Sr+1(Ai)) 〈x, ei〉2

=
n∑
i=1

ki
2

S1

(Sr+1(Ai)− S1(Ai)Sr(Ai)) 〈x, ei〉2. (5.15)
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Usando 5.15, obtemos que(
(r + 2)Sr+2 − 2S2

Sr+1

S1

) ∣∣xT ∣∣2 +

〈(
Pr+1 −

Sr+1

S1

P1

)
AxT , xT

〉
=

n∑
i=1

{
(r + 2)Sr+2 − 2S2

Sr+1

S1

+
ki

2

S1

(Sr+1(Ai)− S1(Ai)Sr(Ai))

}
〈x, ei〉2

=
1

S1

n∑
i=1

{
(r + 2)S1Sr+2 − 2S2Sr+1 + ki

2 (Sr+1(Ai)− S1(Ai)Sr(Ai))
}
〈x, ei〉2. (5.16)

Utilizando as equações (3.20) e (3.21), temos que

(r + 2)S1Sr+2 − 2S2Sr+1 + ki
2 (Sr+1(Ai)− S1(Ai)Sr(Ai)) < 0.

Das equações (5.12) e (5.16), concluimos que xT = 0, isto significa que x = kN para
alguma função k. Dai, temos que

d|x|2 = 2 〈dx, x〉 = 2 〈dx, kN〉 = 2k 〈dx,N〉 = 0.

Isto significa que |x|2 é uma constante, ou seja, M é uma esfera. Isso completa a prova
do Teorema. �

No caso de M
n+1

(c) ser uma hipersuperf́ıcie de um hemisfério aberto de Sn+1(1) ou o
espaço hiperbólico Hn+1(−1), temos o seguinte Teorema:

Teorema 5.0.4. Considere Mn uma Variedade Riemanniana conexa, orientada e com-

pacta sem bordo, 1 ≤ r ≤ n − 1. Seja M
n+1

(c) um hemisferio aberto de Sn+1(1) ou o
espaço hiperbólico Hn+1(−1) se c = 1 ou c = −1 , respectivamente. Dado r ∈ [1, n− 1]∩N
com r par. Uma imersão isometrica x : Mn −→ M

n+1
(c), satisfazendo simultaneamente

que S1 > 0 e Sr+1/S1 = constante é r-estavél se, e somente se, M é uma esfera e x é a
sua inclusão, x não é totalmente geodesica e é totalmente umbilica.

Demonstração.
(⇐) Foi provada na Proposição 5.0.9.
Antes de provarmos a condição necessária, observamos que, pela Proposição 3.3.6, L̃r

é eĺıptico.
(⇒) Consideremos separadamente dois casos:

Caso 1: M
n+1

(c) = hemisfério de Sn+1(1) ⊂ Rn+2.
Sendo N o campo normal unitário, definamos

N̄ :=

∫
M

NS1dM.

Afirmamos que N̄ não é nulo, com efeito, a prova será feita por contradição, para isto
suponha que N̄ = 0.
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Agora consideremos {E0, E1, . . . , En+1} como sendo uma base ortonormal do Rn+2.
Definamos: fj = 〈N,Ej〉 e gj = 〈x,Ej〉. Temos

fjgj = 〈N,Ej〉 〈x,Ej〉 = 〈N, 〈x,Ej〉Ej〉 .

Logo,

n+1∑
j=0

fjgj =

〈
N,

n+1∑
j=0

〈x,Ej〉Ej

〉
= 〈N, x〉 = 0.

Da mesma forma,

fj
2 = 〈N,Ej〉 〈N,Ej〉 = 〈N, 〈N,Ej〉Ej〉 .

Logo,

n+1∑
j=0

fj
2 =

〈
N,

n+1∑
j=0

〈N,Ej〉Ej

〉
= 〈N,N〉 = 1.

Da relação (2) do Teorema 3.3.2 com c = 1, temos

Lr 〈N,Ej〉 =− 〈grad (Sr+1), Ej〉 − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2) 〈N,Ej〉+ (r + 1)Sr+1 〈x,Ej〉
Lrfj =− 〈grad (Sr+1), Ej〉 − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)fj + (r + 1)(Sr+1)gj.

e para r = 0, temos também que

L0fj =− 〈grad (S1), Ej〉 − (S1S1 − 2S2)fj + S1 gj

∆fj =− 〈grad (S1), Ej〉 − (S1
2 − 2S2)fj + S1 gj.

Por outro lado, como estamos supondo que a imersão é r-estavél, então Ir(fj) ≥ 0. De
modo que para qualquer j ∈ {0, 1, 2, 3, . . . n+ 1}, pela definição temos que

Ir(fj) =−
∫
M

fj

{
L̃r(fj) + fj

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2 + c(n− r)Sr − cn
Sr+1

S1

]}
dM.

como estamos no caso em que c = 1, então temos

Ir(fj) =−
∫
M

fj

{
Lrfj −

Sr+1

S1

∆fj

+ fj

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2 + (n− r)Sr − n
Sr+1

S1

]}
dM ≥ 0.

Observe que
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Lrfj −
Sr+1

S1

∆fj =− 〈grad (Sr+1), Ej〉 − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)fj + (r + 1)Sr+1 gj

− Sr+1

S1

{
−〈grad (S1), Ej〉 − (S1

2 − 2S2)fj + S1 gj
}

=− 〈grad (Sr+1), Ej〉 − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)fj + (r + 1)Sr+1 gj

+
Sr+1

S1

〈grad (S1), Ej〉+
Sr+1

S1

(S1
2 − 2S2)fj − Sr+1 gj

=

[
Sr+1

S1

(S1
2 − 2S2)− (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)

]
fj

+ [(r + 1)(Sr+1)− Sr+1] gj +
Sr+1

S1

〈grad (S1), Ej〉 − 〈grad (Sr+1), Ej〉

=

[
Sr+1S1 − 2S2

Sr+1

S1

− S1Sr+1 + (r + 2)Sr+2

]
fj

+ (rSr+1)gj +
Sr+1

S1

〈grad (S1), Ej〉 − 〈grad (Sr+1), Ej〉

=

[
(r + 2)Sr+2 − 2S2

Sr+1

S1

]
fj + rSr+1 gj

+
Sr+1

S1

〈grad (S1), Ej〉 − 〈grad (Sr+1), Ej〉 .

Assim, temos:

Ir(fj) =−
∫
M

fj

{
Lrfj −

Sr+1

S1

∆fj

+ fj

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2 + (n− r)Sr − n
Sr+1

S1

]}
dM (5.17)

=−
∫
M

fj

{[
(r + 2)Sr+2 − 2S2

Sr+1

S1

]
fj + (rSr+1)gj +

Sr+1

S1

〈grad (S1), Ej〉

− 〈grad (Sr+1), Ej〉+ fj

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2 + (n− r)Sr − n
Sr+1

S1

]}
dM

=−
∫
M

fj

{
(rSr+1)gj +

Sr+1

S1

〈grad (S1), Ej〉 − 〈grad (Sr+1), Ej〉

+ fj

[
(r + 2)Sr+2 − 2S2

Sr+1

S1

+ 2S2
Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2 + (n− r)Sr − n
Sr+1

S1

]}
dM

=−
∫
M

fj

{
(rSr+1)gj +

[
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

]
fj

}
dM
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=−
∫
M

{
(rSr+1)fjgj +

[
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

]
fj

2

}
dM ≥ 0.

Tomando somatório para 0 ≤ j ≤ n+ 1, temos que

0 ≤
n+1∑
j=0

−
∫
M

{
(rSr+1)fjgj +

[
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

]
fj

2

}
dM


0 ≤−

∫
M

{
(rSr+1)

n+1∑
j=0

fjgj +

[
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

] n+1∑
j=0

fj
2

}
dM

0 ≤−
∫
M

{
(rSr+1) 〈N, x〉+

[
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

]
〈N,N〉

}
dM,

como 〈N, x〉 = 0 e 〈N,N〉 = 1, segue-se que

0 ≤−
∫
M

{
(rSr+1) 〈N, x〉+

[
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

]
〈N,N〉

}
dM

0 ≤−
∫
M

{
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

}
dM

0 ≤−
∫
M

1

S1

[(n− r)S1Sr − nSr+1] dM.

Por outro lado, temos que

Ir(fj) =−
∫
M

1

S1

[(n− r)S1Sr − nSr+1] dM

=−
∫

M

1

S1

[
(n− r)H1

(
n

1

)
Hr

(
n

r

)
− n

(
n

r + 1

)
Hr+1

]
dM

=−
∫
M

1

S1

[
n(n− r)

(
n

r

)
H1Hr − n

(
n

r + 1

)
Hr+1

]
dM

como H1Hr ≥ Hr+1, então

≤−
∫
M

1

S1

[
n(n− r)

(
n

r

)
Hr+1 − n

(
n

r + 1

)
Hr+1

]
dM

=−
∫
M

1

S1

[(
n(n− r)

(
n

r

)
− n

(
n

r + 1

))
Hr+1

]
dM
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=−
∫
M

1

S1

[(
n(n− r) n!

r!(n− r)!
− n

(
n

r + 1

))
Hr+1

]
dM

=−
∫
M

1

S1

[(
n(n− r) n!

r!(n− r)(n− r − 1)!
− n

(
n

r + 1

))
Hr+1

]
dM

=−
∫
M

1

S1

[(
n

(r + 1)n!

(r + 1)r!(n− r − 1)!
− n

(
n

r + 1

))
Hr+1

]
dM

=−
∫
M

1

S1

[(
n

(r + 1)n!

(r + 1)!(n− r − 1)!
− n

(
n

r + 1

))
Hr+1

]
dM

=−
∫
M

1

S1

[(
n(r + 1)

(
n

r + 1

)
− n

(
n

r + 1

))
Hr+1

]
dM

=−
∫
M

1

S1

[
(n(r + 1)− n)

(
n

r + 1

)
Hr+1

]
dM

=−
∫
M

1

S1

[
(nr + n− n)

(
n

r + 1

)
Hr+1

]
dM

=−
∫
M

1

S1

[
nr

(
n

r + 1

)
Hr+1

]
dM

=−
∫
M

1

S1

[nrSr+1] dM

=−
∫
M

nrSr+1

S1

dM < 0.

Portanto , chegamos a uma contradição. Assim, N̄ não pode ser zero.
Seja {E0, E1, . . . , En+1} uma base ortonormal do Rn+2, tome N̄ 6= 0 tal que E0 =

N̄/
∣∣N̄ ∣∣, e defina fj e gj como em (5.4). Agora temos∫

M

fjS1dM = 0, para 1 ≤ j ≤ n+ 1.

Note que
n+1∑
j=0

fjgj = 0⇒ f0g0 +
n+1∑
j=1

fjgj = 0⇒
n+1∑
j=1

fjgj = −f0g0.

e
n+1∑
j=0

fj
2 = 1⇒ f0

2 +
n+1∑
j=1

fj
2 = 1⇒

n+1∑
j=1

fj
2 = 1− f0

2.
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Para estas funções r-estáveis implica a validade de (5.17). Tomando o somatório para
1 ≤ j ≤ n+ 1 obtemos que

0 ≤
∫
M

{
(−rSr+1)

n+1∑
j=1

fjgj −
[
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

] n+1∑
j=1

fj
2

}
dM

=

∫
M

{
(rSr+1)f0g0 −

[
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

]
(1− f0

2)

}
dM.

Note que, n(n− r)
(
n
r

)
≥ n

(
n
r+1

)
e como H1Hr ≥ Hr+1, então

n(n− r)
(
n

r

)
H1Hr ≥ n

(
n

r + 1

)
Hr+1.

Dáı, (n−r)Sr ≥ n
Sr+1

S1

, isto é, (n−r)Sr−n
Sr+1

S1

≥ 0. Como 1 = |E0|2 =
∑n+1

i=0 〈E0, ei〉2 ≥

〈E0, x〉2 + 〈E0, N〉2 = f0
2 + g0

2, então

1 ≥ f0
2 + g0

2 =⇒ 1− f0
2 ≥ g0

2.

Por outro lado, temos

0 ≤
∫
M

{
(rSr+1)f0g0 −

[
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

]
(1− f0

2)

}
dM

≤
∫
M

{
(rSr+1)f0g0 −

[
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

]
g0

2

}
dM.

Sabemos do Lema 3.3.2 que:∫
M

g0Lr(g0)dM = −
∫
M

〈Prgrad g0, grad g0〉dM.

Mas, L̃rg0 = Lrg0 − Sr+1

S1
∆g0 e multiplicando ambos os membros por g0 temos

g0L̃rg0 = g0Lrg0 −
Sr+1

S1

g0∆g0.

Integrando sobre M , temos∫
M

g0L̃rg0dM =

∫
M

g0Lrg0dM−
∫
M

Sr+1

S1

g0∆g0dM

=−
∫
M

〈Prgrad g0, grad g0〉dM−
∫
M

Sr+1

S1

g0∆g0dM.
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Mas,
grad (g0

2) = 2g0grad g0+2〈grad g0, grad g0〉 ⇒ g0grad g0 = 1
2
grad (g0

2)−〈grad g0, grad g0〉.
Multiplicando ambos os membros por Sr+1

S1
temos

Sr+1

S1

g0grad g0 =
1

2

Sr+1

S1

grad (g0
2)− Sr+1

S1

〈grad g0, grad g0〉

=
1

2

Sr+1

S1

grad (g0
2)− 〈Sr+1

S1

grad g0, grad g0〉.

Integrando sobre M, temos∫
M

Sr+1

S1

g0grad g0dM =

∫
M

1

2

Sr+1

S1

grad (g0
2)dM−

∫
M

〈Sr+1

S1

grad g0, grad g0〉dM.

Dáı, ∫
M

g0L̃rg0dM =−
∫
M

〈Prgrad g0, grad g0〉dM−
1

2

∫
M

Sr+1

S1

grad (g0
2)dM

+

∫
M

〈Sr+1

S1

grad g0, grad g0〉dM.

Assim,∫
M

g0L̃rg0dM = −
∫
M

〈(Pr −
Sr+1

S1

I)grad g0, grad g0〉dM−
1

2

∫
M

Sr+1

S1

grad (g0
2)dM.

Como
1

2

∫
M

Sr+1

S1

grad (g0
2)dM =

1

2

Sr+1

S1

∫
M

grad (g0
2)dM = 0, pelo Teorema de Stokes,

pois M é compacta, então∫
M

g0L̃rg0dM = −
∫
M

〈(Pr −
Sr+1

S1

I)grad g0, grad g0〉dM.

Portanto, utilizando o Lema 3.3.2 e a elipticidade de L̃r, podemos obter

0 ≤
∫
M

{
(rSr+1)f0g0 −

[
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

]
g0

2

}
dM

=

∫
M

{
g0

(
(rSr+1)f0 −

[
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

]
g0

)}
dM

=

∫
M

{
g0

(
Lrg0 −

Sr+1

S1

∆g0

)}
dM

=

∫
M

{
g0L̃rg0

}
dM
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=−
∫
M

〈(Pr −
Sr+1

S1

I)grad g0, grad g0〉dM ≤ 0.

Dessse modo, todas as desigualdades devem ser igualdades. Em particular, obtemos
que grad g0 = 0, portanto g0 é uma constante. Assim, a imagem de x está contida na
intersecção de um hiperplano e uma esfera Sn+1(1). Portanto, x(M) é uma hiperesfera
não-geodésica de Sn+1(1).

Caso 2: M
n+1

(c) = Hn+1(−1) ⊂ R1
n+2, onde R1

n+2 é o espaço de Lorentz.

Definamos x̃ :=

∫
M

xS1dM. De 〈x, x〉 = −x0
2 +

n+1∑
j=1

xj
2 = −1 e x0 > 0, obtemos

x0 =

√√√√1 +
n+1∑
j=1

xj
2.

Portanto, a partir da fórmula de Minkowski para integral, obtemos∫
M

S1dM

2

+
n+1∑
j=1

∫
M

xjS1dM

2

≤

∫
M

√√√√1 +
n+1∑
j=1

xj
2S1dM

2

=

∫
M

x0S1dM

2

.

Assim, temos

〈x̃, x̃〉 = −

∫
M

x0S1dM

2

+
n+1∑
j=1

∫
M

xjS1dM

2

≤ −

∫
M

S1dM

2

< 0.

Tome E0 = x̃/ |x̃| e complete a base ortonormal do R1
n+2. Para essa base, defina fj e gj

como em (5.4). É claro que

∫
M

gjS1dM = 0, para 1 ≤ j ≤ n + 1. Assim, para tal gj,

r-estável implica:

Ir(gj) =−
∫
M

gj

{
L̃r(gj) + gj

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2 + c(n− r)Sr − cn
Sr+1

S1

]}
dM,

como estamos no caso em que c = −1, então temos

0 ≤ Ir(gj) =−
∫
M

gj

{
Lrgj −

Sr+1

S1

∆gj

+ gj

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2 − (n− r)Sr + n
Sr+1

S1

]}
dM.
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Da relação (1) do Teorema 3.3.2 com c = −1, temos

Lr 〈x,Ej〉 =(r + 1)Sr+1 〈N,Ej〉 − (n− r)Sr 〈x,Ej〉
Lrgj =(r + 1)Sr+1fj + (n− r)Srgj,

e para r = 0, temos também que

L0gj =S1fj + ngj

∆gj =S1fj + ngj.

Dáı,

Lrgj −
Sr+1

S1

∆gj =(r + 1)Sr+1fj + (n− r)Srgj −
Sr+1

S1

(S1fj + ngj)

= [(r + 1)Sr+1 − Sr+1] fj +

[
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

]
gj

=(rSr+1)fj +

[
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

]
gj.

Assim,

0 ≤ Ir(gj) =−
∫
M

gj

{
Lrgj −

Sr+1

S1

∆gj

+ gj

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2 − (n− r)Sr + n
Sr+1

S1

]}
dM

=−
∫
M

gj

{
(rSr+1)fj +

[
(n− r)Sr − n

Sr+1

S1

]
gj

+ gj

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2 − (n− r)Sr + n
Sr+1

S1

]}
dM

=−
∫
M

gj {(rSr+1)fj + [(n− r)Sr − (n− r)Sr

+ 2S2
Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2 − n
Sr+1

S1

+ n
Sr+1

S1

]
gj

}
dM

=−
∫
M

gj

{
(rSr+1)fj +

[
2S2

Sr+1

S1

− (r + 2)Sr+2

]
gj

}
dM

=

∫
M

{[
(r + 2)Sr+2 − 2S2

Sr+1

S1

]
gj

2 − (rSr+1)fjgj

}
dM.

Note que
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n+1∑
j=o

fjgj = 0⇒ −f0g0 +
n+1∑
j=1

fjgj = 0⇒
n+1∑
j=1

fjgj = f0g0,

e
n+1∑
j=o

gj
2 = −1⇒ g0

2 +
n+1∑
j=1

g0
2 = −1⇒

n+1∑
j=1

gj
2 = −1 + g0

2.

Tomando somatório para 1 ≤ j ≤ n+ 1, temos que

0 ≤
∫
M

{[
(r + 2)Sr+2 − 2S2

Sr+1

S1

] n+1∑
j=1

gj
2 − (rSr+1)

n+1∑
j=1

fjgj

}
dM

=

∫
M

{[
(r + 2)Sr+2 − 2S2

Sr+1

S1

] (
−1 + g0

2
)
− (rSr+1)f0g0

}
dM.

Como −1 = |E0|2 =
∑n+1

i=0 〈E0, ei〉2 ≥ −〈E0, x〉2 + 〈E0, N〉2 = −g0
2 + f0

2, então

−1 ≥ −g0
2 + f0

2 =⇒ −1 + g0
2 ≥ f0

2.

Por outro lado, usando o Corolário 3.3.1 obtemos

0 ≤
∫
M

{[
(r + 2)Sr+2 − 2S2

Sr+1

S1

] (
−1 + g0

2
)
− (rSr+1)f0g0

}
dM

≤
∫
M

{[
(r + 2)Sr+2 − 2S2

Sr+1

S1

]
f0

2 − (rSr+1)f0g0

}
dM.

Portanto, utilizando o Lema 3.3.2 e a elipticidade de L̃r, podemos obter

0 ≤
∫
M

{[
(r + 2)Sr+2 − 2S2

Sr+1

S1

]
f0

2 − (rSr+1)f0g0

}
dM

=

∫
M

{
f0

([
(r + 2)Sr+2 − 2S2

Sr+1

S1

]
f0 − (rSr+1)g0

)}
dM

=

∫
M

{
f0

(
Lrf0 −

Sr+1

S1

∆f0

)}
dM

=

∫
M

{
f0L̃rf0

}
dM

=−
∫
M

〈(Pr −
Sr+1

S1

I)grad f0, grad f0〉dM ≤ 0.

Isto implica que f0 é constante e f0
2 − g0

2 = 1. Portanto g0 é também uma constante,
ficando assim provado para o caso 2. Isso completa a prova do Teorema. �
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